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L es Nouveau* Precis Brea I sant Corpus pour npporler aux efudianls. cut, 
classes preparaloires une aide efFicace dans leur travail. Tou! en conservont 
la rigueur des editions precedentes, nous nous sammes effortes d'aplauir du 
mieux tautes les diFficultes inherantes au discours scientifique. Nous savons par 
experience que le rythme de fa prepa n'autorise oucune perte de temps, et 
nous ponsons qu'une explication daire et precise permet d'eviter au lecteur lout 
* blocage » inutile. 

Slrictement con-Forme au nouveau programme, cef ouvrage s'adresse 6 tous les 
etudiants de deuxieme annee des Filierss PC el PS!. Chaque chapifre asi djvise 
en tro is parties complement ires. 

■ Le Cours qui presente les principaux raisonrvements a comprendre et a 
coonoftre, accompagn&s de nombreuses applications directes a Fi n d'assi- 
miier immediatement les notions traitees. 

■ Les pages Method es, qm contiennenl deux rub agues indispen sables b la 
progression personnel ; iessenh'd permet de memorise r ra pi dement tout 
ce qui I Faut retenir du chapitre,. et la Mise en oeuvre expose les grandes 
mbthodes ofin d'acqubrir les bans « reflexes » on situation. 

■ Los Exercteef, dosses par niveaux de difficult^, dont les solutions 
delaillaes sent enrichies d’asluccs el de conseils [precedes des logos -.L ou 
), Certains exercices sant drccompagnes de courtes indications, 
cam me sn colFe : il suffit parfais d'un petit « decttc s pour derma rrer I En 
outre, le dhopilre 5 contient Irois problemes de concours traitcs exhausti 
vement. 

Il nous est apparu necessaire d 1 accord er aux Met bodes et aux Exercices 
une place equivalente a celle du Court. En effet, I'apprentissage ne peut pas 
etre eFFicocs sans combiner etroitement ces trais dimensians : comprendre, 
savoirfaire et s'entrainer, En revanche, si I organise mtelligemment son travail, 
l J ehjdicint pourra s'qmeliarer dans toutes les disciplines en gerant ou mieux. son 
temps et ses efforts, principale condition de la reussite. 

Air si, les btudiants de PC et PS I disposerort, en electromag netisme, d f un outil 
de travail comp let, adapte au rythme sautenu da cetta dauxiame on nee de p re- 
paration oux concours. 

Nous esperons qua ce Nouveau Precis les aidera a passer leurs epreuves avec 
reussite et nous repondrons volonfiers. a toute suggestion, remarque ou critique 
par e-moil b I'adresse infos@editions'breal.fr. 



L editeur at las auteurs 
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Elements cTanalyse 
vectorielle et rappels 
mathematiques 

n 

T43 demarche du physicien n’est pan qu ' empiri q uc . II cnee des modMes matbeiliaiiques. qui 
permettent de " mettre cn equations 6 ks evenemunCs. 

Lc but dc ce ehapitre cst de mettre a disposition de Tctudiant )cs outils malhmiatiques dOiil 
il aura besoin en seconde annee dans Feiude des phiinumenes physiques du programme. 

Uapproche physique esc privilegiee par rapport a la technique de calcul, Le but ctant d’ap- 
prehender coricctcmcnt Tintcrprctation physique des equations OU results de ctilculs auK- 
quels ahnurit routll mathematique. 
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A. Systemes de coordonnees 

On rappcllc lea rrnis systems qui Oftl deji Cl4 rencontres en premiere annee 
dans lc cours d’etearomagnetisine, enire aunes. 

A. I . Coordonnees cartesiennes 





F'B- 1 ■ Le svs-ifi Tifi dt ccortaMtes : aiTtsiKmts. 

Dans ]e reperc orthtmorme direct (O ; ^ , pt' , iJ), un point M. de F e-space est 
repere par ses coordonnees cartesicnnes (x, >'> a). !*c vecreur position du 
point M f’ccrit a]ors : 

OM = xu v + yu r + su\- 

Lorsque Its coordonnees x t y ou a de M subissent one variation elemcntairc 
d.i\ d y ou de, le point M se deplace respect ivemcnt 4c dbe u < U, OU it . . 
ALn&i, ]e volume eletnontaire dV tit un petit parallelepipede rectangle 
d’aretes dx, d_y ei da- : 

dV = Ax X dy X da. 

A, 2. Coordonnees cylindriques 




Fig. 2 - Le aystditw de eoortlenni« cvhrdnq j&3. 

On pent aussi reperer tout point M de Fespaee par ses Loordonnees cylLn- 
driques (r, ft, s) (fig. 2) : 

r represeme la distance du point M a Taite Os (r >0) ; 

- ft definit la position du point M autour de On (6 angle Com pits entre l) et 2Jt ; 

- z rtprescnie La cote du point M, 
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Chapiire 1 : (■ IS me ms d"a<iaiv« vecionsile et rapesis matmwnatiqsiea 




1. Cults base nsl l ns L-esh locals, 
tar les directions des ve ctsu -s ir 
el l 1 ' dependent de la position du 
point M. 



2. L'angle 0 n'esi pa s In rfiirriE qua 
cel'.ii tfes COOnJennit* 
cvlirdriq JSS gbt, sn c nordonrt es E 
E-ah snq js s, c's k I'angla o qui 
dD'iri la position da M auteur 

He Of. 

3, Lens bass esc una bass Ik ale. 
car las directions des vaclaars u’, 

Kt irj L uptr Je n de la puSitiPu 
do point M- 



I Catte propn^te asl un* 
application do ttidorarna da Fubmi, 



On defrtiit la base ofrlionormee directs {u , w' it) cn posant u - - . 

UH 

(H projection orthcrgonale du point M sur It plan lOy), Dans It rtpert 
orthonorme,. It vtcteur position du point M s^ecril mlors : 

OM = ru r + 4 M r , 

Ijnraquc Its enprdonnccR ?■,, 9 mi z dc M Rubtssent unt variation tltmtntairt 
dr, dO on fey le point M se deplace respeeuvement de dr u r , ndti ou d; u* . 
Ainsi, It volume clemcntairc dV est un petit parallelepipedt RCtUl^e 
d’aretes dr, rd9 ei ds : 

dV - dr x rd@ x dr. 



A>3. Coordorinees spheriques 




Eniin, on pent ttussi reptrer tout point M dt L’espatt par ses coordonnees 
spheriques (r, B, (fig. 33 : 

- r repressnte la distance du point M au point O (r — OM > 0) L t 

- 0 et iji- deftnisscnc la direction dans laquellc, depuis k point O, on voit It 
point M (0 angle ettmpris entre 4> ct it* 0 angle compris entre 0 tt 2n). 

*■ 

OH 

On definit la base ordtonormee direccc {(/, u + fll w*) en posant » r = 7-777 , 

OH 

Dans |c repere orthonormr (0 i ii ri Jd^}, Le vectcur position du point M 
s'ecrit alors t 

OM = ru t . 

Lotsqut Its ooordonnees r„ ■& ou <J dt M subisseiit unt variation elemenluire 
dr, d0 OU d$> le point M SC deplacc rtspccHvcmcnt de dru*, rdftu‘ ou 
rsmfldip w*. Ainsi, k volume elementaire dV eat un petit parallelepipeds rec- 
tangle d K flrttts dr, ni0 et rsin®d$ : 

dV - dr X rdd X rsin8di| . 

A. 4, Integrates multiples 

Lorsqu'on Lntegrc sur unc surface ou un volume, il cat necessaine dc fairc 
vari.tr plusiturs CoOrdonnees. Lt caicul d T unc lellt integrale, dans Le cas 
gcncraJ, cst compbquc- dependant, si la fonction a integrer est un produit dc 
functions de chacune des coordomke* ei que Lea bornes d’integracion de 
chaque ooordonntt sunt ittdeptndanles des autrts coordonntes, alore I’inLt- 
gralc multiple est egalc au prnduit des intc^ralcs slmpLcs 1 ; 



-opyri m* 






Cette propnctc cst cn. general toujours verifiee, ec epui permel itnencr 

dans [ous les cas ctudies an* calculs d'lnregrales dimples.. 



Application t 



Calcul d'un volume 



CaJ cider, en ulahsanl orte integrale, le volume d’un CJ'lindfC ck hauteur h Ct de rayon R 



Solution 

Lc systems de coordoniiccs tc mieux adapre h cctrc geometric 
est ]e systemc dc coord unrltes cylindriqueS (r f fl, 3 ), On cholsil 
Taxe de rcwolurwi du cylindrc enmmi axe Oe^ son miginc O 
etani placee an centre de I'une des bases du cylindrc, Un ele- 
ment de volume dV s'etril t 

dV - drx rd6 x d?, 

Le volume V esc la somme de ecus les elements de volume dV : 

V = j j |dV = j | Idtxrdft xd;, 

avec r variant enlre 0 el R, 0 variant emre 0 Cl 2ir> 2 variant 
L-ntrt 0 et h. Comme la lonclion i integrer esl un prod uil: de 
functions de chacune ties coordonnees, on a : 



1 * 





j-drx 




dS x 




= ~ x 2«x 



h ~ rtRVi 



1 Un churn |i ksI uiG grtirtdeur 
(ihvsjqufl aui SSI dhfini* nn Uaul 
point ri'un vqlump da Fflipuce lorn. 
jilLi limim-ml dune surf SC u « La 
grgnrlnuF cijjiccrn4n dfrpenrl draic 
«da* coersoniiTCE dhi poind que I'm 
contiderp, mais pant au»' 
dfipGndre d-j terr-DS. Un champ 
sadoBnaifd esi rfidependant du 
fin- 11:: Un champ i.'iiltiriru r.u 
dnppnd PH5 du pt*nt nu nn In 
■lOr.&idfrB ' ndnpnr'l.ini des 
coord onnpes-l 





Fi ij h Jurt^te n-jvurtc 



B. Flux d'un champ 1 de vecteurs 

• 

SuitW un champ de vecteurs « S une surface, Le flux du champ 1 : ; 
vers la surface 5 s’ccrit : 

* = 11 W-dS= |^W-«dS, 

ou dS cut 'i lc vccteur surface elenaemairt * de 1’clcincm de M.r’.x . .IS 1 cn- 
tre sur un point P de S. Le vcctcur n cat le vccteur unitairc normal ,1 I'cle 
ment dc surface ay point P. Finn nrienfacLon depend dc la nature le la sur- 
face. 

B. 1 , Cas <Fune surface « ferrule » 

Si la surface S esi ferntce , alors ellc deli mire un ••• tune \ Cl la nor- 
male a la surface cst toupours urienlce sorianl de S ■ oineniit n) Mil 
montrer que S c?t fermec, on note alors : 

* = W ti dS. 

B.2, Cas d’une surface « ouverte » 

Si la surface S ch ouvcnc* alors elle s'appuic neccssairemenl sur . . . 
fermee {un contour) F , On choisit itn sens * + * a un pareour le I- Tte. 
dc I' (on l oriente). Le sens dc n ^ l alors determine 4 partir iv 
latiun par * la regie du tirc-boucfton 
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C. Operateur gradient 



C. 1 Definition 



1 Le champ est ur a girande-ur 
sc^lairo, r ost n dire un nomtire 
i D3 ' Df ncs "ic i i un ckiaoip da- 
MA£i£iiri'l. Par bseriip b, la 
Imnjigrfhjrn, t| piBttiGm, I# m$SKi! 

vc' jrrqus. sc Tt de :■ champs 
scalars. U i iL-MPUae ia eta 
etiampi JMirky, ean&ma at & 
Mriugea cai’nr aes dana coui i* 
coiran-* Otuda. ca qpi aar 
prasq lilt jySIfrmaliilUG -Hunt la CBS 
»n physique 



Le gradient cut un vecteur obtenu a partir d’un champ de scalaircs, . l>ans un 
syjtemc dc cnnrdonncea donne, chaque composante du gradient correspond 
it une derivation par rapport a la coordonnee dkspace correspnndaptc- 



D-e-HriMiOrt 1 



Le gradient du champ dc scalaires / est defini id que-. pour tout deplace- 
ment elementaire d/, on ait : 

srad/’ dJ = d/ 

ou d/est la differentielk tntak dc/ 



Le gradient ad me I done le* expressions Buivames dun* lev divers systemes de 
conrdonnccs : 



- Lri conrdorinecs cartcsicnncs {.ic,_y f a) : 



pad/= £ -■*£•'■*£ 



En coordonnees cylindricjues 0, Z) : 



6T.J/- f T u, * - s - », ♦ £ », 



En cfio-rdonneea spheriques (r, 0, : 



grad?' — ii" + — ii ■+ *— u 

* J 3r ' r do 11 rsinfl 3* * 



K 



Lc gradient ciam un operateur dc derivation vcctoridk par rapport a une 
cnordonnee d'espact, il est tiomogene a I'inverse d'une distance CL soil unite 
SI csi le m \ L'unn£ SI de grad / mi ninsi cclle de /divisec par des metres. 



7. L-bci bsc Mtai tar la champ esc 

CMtUfllJ. 

3 LBS isaltlBmiBS SCmt Ib* surf BCSS 
aula temperature ast la mama an 
ttacje pc- it. las .sotarns sent 
ce-t's de nene aressiom, ate... 



C.2. Signification physique 

Dans Ikspaee, pour un champ de scaluires non unifurme, le lieu des points 
on lc champ garde une meme valcur est une surface . Lc gradient est per- 
pcndiculairc & ces surfaces * iso ... {mom du champ} et il est oriente dans 
le sens dcK vjlcur* cron, names du champ. Lin fort gradient signific de fortes 
variations dcs valcurs du champ sur de courres distances. 



Application 2 



Les Isothermes a la surface du sol 



En etc, les- routes sont chauffees par le Soldi, et on peut gros- 
■uercnient modeliser le champ de la temperature de Tail au 
dessus de la route (derni-espace d’equation c > 0) par !a ioi : 



TC’Cp Vj £) - T, s + T , e * , 
nu T c = ^OOK^Tj = ^ K c! ii = l m. 

Calcuier k gradient dc remperarure au niveau du sol « a dcs 
altitudes de 1 metre, 3 metres et 15 metres. 
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Solution 

La loi de temperature cst donnee en coordonnees cartesiennes et le gradient du champ s’ecrit : 

-* 3T -* 3T -*_ T, l -* 

BradT -ir“* + 17"' "■ 

U csi dingc dans le sens oppose de I 'use Qs et sa vateur est : 



gtndT 

graiiT 



(i = 0) - lOK'rtr 1 ; 

(z = 3) - V K-m-i ; | 



gfildT 
grad T 



(* = 1) - 7.1 K m ' j 
(s = 15) - 0,07 K m L 



On mnarquc que La vaLeur du gradient est d’autant plus elevee qur la variation de la temperature 
est bruiale. 



1 On rgippollv qUB l« crculilicm 
d\in* ctiampW Ib long d‘un chcmm et B s'ecrit : 
r stern : 

C* jf vf-j/1 

i far definition du gmdiBnt 



Prnpji^tc 1 



C.3, Circulation d un gradient 

I -a circulation' C du gradient d’un champ de scahtires / emre deux points A 



g 0i 

C = f grad/ d/= / d/ = /CB) -/(A) 2 

■A ffL 



It 

I 

A 



t-a circulation du gradient d’unc function / entre deux points A et B vaui : 

r B - 

C * ^*rad/' 4 /=/(H'j -/(A). 

Elle nc depend pas du chcrnin suivi entre A et K, mais settlement de la 
vateur du champ de scalaires/au* den* points A et B. 



Application 3 



Campounm du gradient cn cylindriques 

Utilizer Le re&uliat precedent pour retrouver simplement le& composantes de I’operateur gradient 
dans lc systeme de coordonnecs cylindriques. 

Solution 

On sait que La circulation elimerratre du grad Lem est unc difTeremielle tot ale : 

grad/ d/ = d/ = dr + f ^r d 6 + d t. 

&T -TiW 1*2 

En conrdonnees cylindriques* les tmis cnnrdnnnccs sent r, H et z. Un depLaccment clementaire 
s'ecril : 

d 7 - dr u\ + j-dW u e + d? u]- 

Ainsi,. on pent ecrire, en posa.nl grad/| iW La eomposame de grad f suivtni i/ j : 

grad/'d/ = grad/l, dr + grad/l,, rdfl + grad/j^ de, 

exprcHSLon que L'crn. identifie avtc la premiere pour trouver Les cornposantes dr L’apfamut gradient 
dans la base cyLindrique : 



grad/j 8 j-dG = -J£ dQ, suit grad/| H = . 




Chapi(r« i : liams-ms da«iaiyse vector*^!® ot irutfvjmutiqu** 
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C<4. Champs a circulation conservative 

— + 

Un champ de vecreurs W cht dit * a ci rcu lotion conservative * lorsquc 
sa drculition (snire- deux points A ci B no depend pas du ehemm suiva, 
muas sey lenient dcs deux points tie depart el d'arrivee. 



1. Lb dfimariEtraiien est hors 
lire grimmc *1 On in admit id In 
riairitaL 



On pent montrer que cc champ de vccteurs n'ext autre que Ic gradient d'un 
chartlp de sealatres/ ; W — grad/- 1 . II en deCOule It resultat Suivartt : 



1 En physique, Ic Bignu ne-yalit BSE 
pijrimira cnruvertHonr^il 



1 Par example, le Champ 
ulextrpstDt qua tludic pn premiere 
ar.nep esl a orcc at or 
conaervatvB etle chaup be 
iralairci bSsdCiB BsE Ip pclculiel 
pleptrpptpt-qMP 



Pr'Opri'frtfl 2. 



I orsqu un champ de vecteurs \f est a circulation conservative *, il 
cxistc une fbnetion. scalairc / dost ce champ esc Ic gradient : 

W ~ - grad/ \ 



D. Operateur divergence 



DJ, Definition 

La divergence cat un scalairc obrenu a partur d'un champ de vccteurs. Chaque 
terrrte correspond S une derivation de Tune des eompusanl.es du 'tfteur par 
rapport a la cnnrdonnee d’espace correspondanre- 

L 1 expression de la divergence d’un champ de vecteurs d dans Les divers syS- 
terries de coordonnces esl i 



4, Qn rappelle qu'une hgne de 
champ «£[ lellu qu'en ehatun da 

KBS ptwitc Ib ™cEnyr III! csl 

ting ant. 

i, Dans lea systanas de 

CdB.-dOrtfiies Lylnldi u'l-JM «[ 

iphinque. eartpin* chnirps ont 
tie norma variable Eurieun fagnes 
da champ at garden Lie 
dwflrg i:n o: ntf.iti. II T*ut nuxxi 
cori d4'*r la aac-ande p arue de 
cable intarpracaton 

■fi. 3,i nnrm* viim riSgiac «n c? 

ikIih. 

1- On verra qua let sources du 
ciiamp hlectnqua sont les ch-argeE 
ciEcing jes La divergence non 
nulla du champ aieebnque hi un 
pfiir.l in fliers due i In jirnscncr! 
an ca pwnttJ'miB dansiti 
fvalumiq ue I non nulla de charges 
eiacifiqueE 



- Un cuordonnees cartesiennes (x, v,, u) : 



.. da x . dlflv . 3tr- 

dtvi d ) = — + ”* + ” . 
d* dy cte 



- En coordonnees cylindiriqucs (r> a) : 



F Cff 1 F ttEj ft** 



En coord onnees spheriques (r, 0, $) : 

- 1 lira,) t L dCa^inej , 1 fo, 

t 2 dr rsinG dO rsinO ^1 



di'L'ergence etant un Dperaieur de dtrivataan vectoriclle par rapport a une 

coordonnee d’espaec, son unite SI eat Le nv 1 ™ 



D.2. Signification physique 

Pour mieuK ctimprendrc s on prend Ceotcmpie 1c plus simple des cnnrdonnccs 
carrcsicnnes. Dans L'espace, la divergence du champ de mteteurs W non nni- 
fonne reste nulle si La norme de W ne varie pas lursque L’on se deplace sur 
une ligne de champ 1 . Reciproquemcntj si La norme de W varie sur unc Ilrpe 
de chump, aiors la divergence du champ de uecteurs W est non nulle'. La 
norme peul alors croi'tre jusqu h a dt^-tTgeiv ct on comprend mieux te concept 
de * divergence non nulk *. 

Ph% r siquemcnEj si la divergence d'un champ dc vccteurs est non nulle en un 

point", alors il exasce une source du champ en ce point . 
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Application 4 



Calc u I do divergence 



— Jj , + , 

Hnioni Les champs de vocicurs W = xj; et W = .Vtr,- ClaLculer tcur divergence cr ropresenrer 

champs dans le p-Lm .*Oy. Interpreter. 

Solution 

Le ealcul en coordonnees eartesLennes dnnnc dtrcciemcnt r 

. J', ciW, dx dW 1 . (h 

divw =r — — = — = 1 jt 0 or div IK' a — — = -— — 0, 
rfjt rix ox fix 

IjC trace de cl l & champs dans le plan .tOy dome les schemas suivams : 




Champ W = x w, Champ W = _v w, 

Le champ do vecteurs W — x u admel one divergence non nuLLe en tout point. On remarque que 
le Long d'unc Ijgne de champ- La nor me du vccteur augmenic pour dtverger a Pinfini. 

► _k 

En revanche, le champ de vecteursW =yu t admei une divergence nuEle en ton! point Bien que 
les- hencs de champ parted t a llnfini, La nwme du vecteur ne diverge pas (reste , ■ n ■; true ! -i qne 
rent so dcplace sur chacunc d'elles. 



I. (!u dil Bussi < Ibimule du Gi-uun- 
Otlroqradskv n 




fii| 6 Surtflee termfie. 
t Vo.r chapHro t. i D 1, 



if 




^Iciiil'iiL ilv vuiuffie dV. 



D3. For mule cTOstrogradsky 



Propriety 3 



li tliix d'un champ W de vqpteurB a t ravers imp surface fermce S esi cgal 
a I'iniegrale do Ea divergence de cc champ sur Le volume V delimne par 
ceue surface tip f : 

£\V-ndS= [[[ divW JV. 



Cone torntulc esi Tret ncLLe en elecrrnmaftnerLsnie, cc nous . i ron el Li 
perrtlet la demonstration lEu cheerertie de GauSs . 

C'c&t aus&i a partir do cetrc formulc que 1'on peut ti i inir ] V-pk-or or diver- 
gence- oti retrouver son expression. Monlrons-Le po - fourth nnees 
[csiennes. 

Si le volume canndere se reduir a un simple element volume rtv 
altars la summation de I" integrate sur Ee volume tva plus lieu iTeJOSU'i 

[[[ divW dV = divW dV, 

L-t 1'inlegrale W'ii^dS deviOiil lu sOrttme de six xermes, chacun CCirt sp.-. i 

danc a unc face du paralLelcpipcdo dV. 



Appdom i/h norntak sonants a la surface. Farexcmplcj a I sbscia . - o . 
on a dS - d_v dc et n = + w t . 



Id 



Chjpiim 1 : Eldmtnia d'Hiialvsns vecrort'flUe et rappels maitvdmatiquss 
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1 . Ob ns Ibs auvas sysinti de 
[lO&IdKIliBBi!. "B f4lMIWlMTI«rt BBC 
l» :! r n.- nn tarijjdftrint In 
parai‘4l^ip^de ractarmla done 'ns 
arfetfis cnrre'ip&nirfini i la variation 

e-Lunm ta ■ h dB diauuMt i!“s 

coord am r*N* 



L 1 integrate du flux vaut alors : 

dS = [W(* +■ dr] - W (*)Rvds +■ [W(y + dv) W ? (y)]d*ds 

+ p& ? ,(s + <Lr) W,{z)ld*dy. 



W m dS- 

W it dS = 

Ukei 



aw, 



3x 



d-t 



d_j.de 






'dy 



ded ■+ 



3W, 



3 s 



dr jd-Tfilv, 



aw T | aw ¥ | aw, 

i • v 3_y 3s 



dV. 



Or la Jurmule d’Ostroeradsky donne : 



ei il vient done : 



W i n dS — divWJV, 

Umi 



■ 3OT ffW amp 

div W = ^ +£^i + £j2li. 
gLv dy o? 



D,4. Champs a flux conservatif 



Dtflihilidtt 3 



Ur champ Je veclcursW cs-t Jit • a flux conwrvBlir + torque son Qux $ 
ii iravers toute surface fexnree S eat nul : 

pour route surface S fermee, fi W-dS - [h 



tin appliquam la t'ormule d l OstrogTadsk>'j il vient 



|_W r -dS*= J || div€ r dV = 0 , pour tout volume V. 



On pent done en deduire, coniine le volume V cst quclc^nquc ; 



t Jr ?%L I# Formula 
d'OsCrD^radEky eat a JEsi vj nt ? 
jl ji uTi volumB V BIBmanuirB 
flninimsm iii!-u i n'ismcMirant 
* qu'iir saul point », 

3 Voir le ‘ B. dans lequ«l las 
coevenuons d'anancaciBn sent 
SrfrcisGes. 




fui 8 Surface B. otlL lei, cm a : 

—¥ -# .«+—* " 
n=- it, el 



PropdetB’ 4 



Un chump de vevicurs oi • ft flnjs eocns.tr v»tlf si et teulcment si ; 

■ ■+ 

en tout point de [’espacc : ,. rMvW - ft. 

D' autre part, si Fen pariage la surface fertnee S en deux surfaces 5, et S-, 
□uvertex qui K'appmeiit sur It memc contour F uriente lie K , l-ii conserva- 
tion du fins 0 du champ <fc veetcurs s'ccrit alors : 

* - W-rt'd.^ = jj_ w w dS + II Wt/lIS = o, 

»it : - || W-n, dS -I- W-«, dS = 0, O t = 0, done o a = « r 

Un champ dc vccccurs cst I- a flux conservatif » xi> pour route surface 
ouverte sun flux i travers 3a surface S ne depend! pas de Celle-Ci, mais 
sculcmcnt du contour $ur Icqucl die s'appuic. 



E. Operateur rotationnel 



K.l. Dcfinitian 

Le nHatiojine] eat un vecteur dbtenu i parttr d : un champ de vecteurs. 
Chtiquc composantc du rotationnel correspond a dcs derivations par rapport 
aux deux autres coordonnees d'espace. 







I.'eiepnessinn dn rotationnc] dVn champ <i'<le vectcur*. dans les divert sys- 
lemB dc soordonneca : 



En courdonnees cartesiennus (jc, _v* n) : 







dfl, V 

— - — ^ j 




dn / ' dc 


dxl 



' dci. a 3. 

fix ch 1 



■K 



- En ctmrd<mo«u cyhndriqucs (f t Oj. I 

**> - * (&'£)* * ( 7 ^ - 7 &K 

En coordonnces sphcriqucs (r, 8, : 



: dfu^ainQ 1 ) 


- isiW + 1 


| 1 Aa r 1 


i. as 




■. rSU10 r dr / 






Le rotadonntl etant un mpcrateur dc derivation vccrorielle par rapport ;l unc 
coordonnee d’espace, son unite SI eat le m l . 



1- Dans Ins ryjtftm?* dn 
conrdnnneBS rdindriquB 
spOAnque, certains champs and. 
urn: mifnifi I'inallli! dans i. il 
tfireciion fKihegonaia iu* vecisurB 
er gardent un roiBiinnnel nul. 



E ,2. Signification physique 

Pour mkux comprcndrc, on prend 1’exempLe le plus, simple ties cuordonnee^ 
twlBwimes. Dans Ikspuce, si le champ de vectttm tst unilorme, son rota- 
timnd «*te mil. CVst aussi le cas si tea composaiiKS du vecteur r >e varieat 
pas quand on se depJacc Jana unc direction quii Jui cut orthogonalc. Main 
lorsquc Ics compoHantcs dn vccicur varicnt dans une direction qwi lui est 
orlhogonale, lc retalitnlild cut non nul\ 

Qualitativement, on pent dire qti’un champ de vecteurs a renatiannel non nu] 

* tmime * on * tend a faire toumer * ]es cvbjets sensibles i 1 'action dc cc champ, 

Eniln, ai le rotationnc! d'un champ de vecteurs cut non nul en un point, on 
peut dire qu'en cc point enkfe uric source dc champs, 



Application -S 



(dilcut dc rntatinnncl 



Soicnt Jch champs de vecteurs W - xu et W* — yu_. Calculer Jeur rotationnc] ct representcr ces 
champs dans te pltvn *Oy. Interpreter. 

Solution 



I jc calcul cn cnnrdonnees carxiis-ienneH donne direcrcmcnt : 

3W, dx -+ dx - 7* 

r " lW - V "■ ■ 17 “■ - °- 



rot W’ — V * m. - u. — ^ :/ - d tf ' = j/ » 0 , 



aw; - m 
as " j a* "> 

Le trace de ces champs dans le plan jtOy donne les schemas suiuants : 

S rijt W 



-L* 1 - 

! ► 1 



-J — - 1 - 



y n 



■Champ W = x it t 



Champ W 1 - y e/ 



CtiBpltr? 1 Cia-menlB d'analysa VBetorioli'n M rappels malhimaliquH-L 
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Le champ de vcctcun Vi ' 1 — y w admen: un rotarionnet non nul_ en tout point. On remarque que 
dans la direction de Ov> orihogonale au champ, la norme de W’ est modifiee. Flacons un cadre 
dans respace, et supposems qu’il soil sensible au champ. On peur imaginer une planchc ou un 
canoe dans une riviere, le champ imu lv champ des vitessea dc l'eau qui s'eeoule, Atom to cadre 
aura tendance a se mertre a rourncr * aurour de Paxe * du rotation ncl . 

- Jin revanche, Je champ dc vccicurs VF — x u a a un rorarionncE nuL cn tout point. La norme du 
champ ne varie pas dans une direction qui lui esi urthugonule, et si Ton place !e meme cadre dans 
ce champ* il ne pnurra que sc transiater horiTonwIcrncnt. 

■E^- En electron) a gnehEms, on rc-r staff? spuuenr qu’un j’namp JodiI le ti>tat enn.<?l nst rmn nu! |: r: as fi b ii des lignes dc 
tliaruu h quilujiheill *. 



1. Qn ceui se reprfisenter le 
< VDdEijr rabpUan i du n*rire p ir Ip 
rotatramnat 

Z On M aiissi ■ fomiule d« Stakes- 

AmpS™ i. 




Rfl. 4 - Centaur T 

3 . Voir phapitro 2 , ? D. 3 . 

S- Lb curtour sst mfinimanl petrl 




'i Qn reqpelle qi ? 'A' est une 
lonciiM) wetoriefla eunfUnuft ut a 
<lfr«vnp.r cpntim, NS. If; ? derrvtog 
da sfls camposanles Enntdanc 
bnrnaes stir la partis da I'-eapaca 
Atutfito., 



E.3* Formule de Stokes : 



froprieie b 



circulation d'un champ dc vcctcursW Le Ions d'un contour F cst cgal 
au flux de son roiaiionnel a t rivers ton re surface outer te S « 3 appuyam sur 
ce contour lie 

fw-d/= [froiW-dS. 



Cette fbrmule est tres utile en electromagn^tismc, « nous venons qu’dle 
permet la demonstration dc la 3ni de Faraday . 

C’esl auiisi a parlar de cette formule que 1'on peut definir 1’operateur rota- 
tiomcl, nu rttrouver son expression- Montjons-Ec pour les coordonnces car- 
tiS-Lemtes, 

Hcudions le rectangle elementaire oriente sicue dans le plan Oxy et de nor* 
male it lig. LO). Si la surface considerec s'appuie sur ce contour simple 1 * 
alors ]a circulation du champ n’esr plus une mTcgralc mais simplement une 
SOtHttlC de quaere ternlOs CGrfespOndArtl itnt cores du contour etudie. 

LmtigraJe de la circulation vaut alors : 

j: W-di = W'C*, u\ + + d*, >0’dji? ;/ 

1! * ^ 

+ WCx + di, .v + dvj'dr (-■ (/) + V'lx* v + d_vl-d.it £- u'j ■ 

^ ^ ■c / 



ki^n 



:e 



i 



W - d 1 = [x, y)dx + W/x + dx, y)dy 

- W z (x,y + djr) + dxjdx 






w 



P . , it'W.Ci, yj , 

>»» + <*>- 



j.) 1 



Conscr^'nns uniquement les termes infmiinient petits d’ordre un, e'est-a-dire 

les term.es en dr et d_p'- II vient done : 

j $ ■ (tf = [W>, >0 - W 3 fx s v + dy>]djf + [W w {x + Ox> y) - W,, (s* j)\ dy, 

*H4M 

# ■ d 7 = - ^ d.V dv + dj dv - 



d\\\ 

Hx dy 



;JS. 



f (J L 



Cngrs. 



r l?Ll 
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Or la fnrmulc dc Stokes dome : 



1 Dans es autrps s^lon- ns: or. 
coorcannees, le rBisonnanerl e-si 
la n'liflis an LDnsuieiant ui- 
contour rueun^ulaira dam lea 
coles corrssonndent d li wg r.^inor 
ilementHire fle faux deilrtw 
coordonnees. 



et iJ vient done : 



£ W - dJ * | [rot W-4S = rur W i dS , 
rot W |. = 



r>W, m. 

dx rh r 



C’esc la compasanie selon Of d# roiW. On eibiienr les > c-u* r ■ - tom pi 
mantes scion 0.\ el Ojr cn util i sane -.1 : . L rt . i rent -i; lo-nt les nor- 

males sent respective mem u\ et u.J, 



E.4. Champs a circulation conservative 



■Definition 4 



L'n champ de vectcurs 1AI" est dil a circulation conservative JorsqUc 
sa circulation C k long dc twite ligne Jermee (ou contour) l est nutlc : 

pour tour contour I i W* di = 0. 



En appliquam la Ihrmulc dc Stokes* it vient : 

| r W-dJ- JJ rotW-dS = 0, 

quelle Lju.e &oll Ea surface ouverte S qui s’appuie sui Ic contour F. 
On pout done cn deduire* comtnc la surface S est qucknnqur : 



? Fn Ffffct, In relntinn ust pjssi 
valaftle pour un contour r 

I'llemrnLaiic tirrinvniKiL |iu 1 iL| 
n'n-ntoorent n qn'en ;cul unml * 



Proptiite 6 



Uti champ de vecteurs VC list a, circulation conservative ■ si et settle- 
ment si : 

- — * — ► 

cn tout point dc 1' espu.ee , rot W = 0. 



3. harm Simon da Laplace |U49- 
1£J?I. iraUifrtialiCtuii at physiCiiiii 
trjjiqqis. Seslr#vauK farts, Eft 
c- 2 ici.il intigral rtdiFffrenliB 
UtHient toum&s wers I'appitoBtipu 
fat ntathArtiaritiuaa 4 lu iihr^quu. 
Si: s bkiis do rnclic-idm 
GOPCpmai^nt l'nstrni>fim-i:, 

Ins ^rnbutiilhes n J l.i 
thormpf^numiq-uo il a nolo mrr.fln.1 
flecouven la Ic PV : = Cla qui pode 
ran nom. 



F. Operateur laplacien 3 



El. Definition 

Le lapEaden est un operaLeur de derivation spatiale qui pent Uupptiqtu. • i un 
champ dc scaLairet, ou a un champ dc vecteurs. 



Dilmitron 5 



LV^pressicsn du lap-laden AU d'lui champ tie scalairea Li cm : 

At! “ div('^radL'). 

— jP -* 

L' expression du Eapiacien AW d'un champ de vecLcurs W esl : 
A\V = M rati{dfvW) - roiMW). 



Ll- laptacieu d’un champ de bcalaLre^ e&t un scalaire et son caEcul • \ < : : > 

uril isan t let; expressions des operateurs gradient et ! 1 ; , i . . preo lemmenl 

deHnis. 

- IjC iaplacten d’un champ de vecteura est un vecteur et ie calcul ve fail en 
utilisani les dq^ressions dcs operateurs grttdienL mtationnel et diverge uve 
preeedenimem definis. 



Ch3fi i.ru 1 . iternonti il'analydw ™e4u*'iella At niathamatlqu^s 
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Le calcul du lapLacien A dun scalaire ou J'un champ de vecteurs nccessice 
unederivec jeconde par rapport a des coordonnees spatiales, son unite SI est 
done le nr J . 

F.2. Interpretation physique 

Bien moins evidentc, ettc combine celte dcs deux operatcurs qui composem 
le- lapladen. 

Bn coordomiccs cancsicnnes, il soffit quo 3e champ ait une- variation non 
lineaire p:ir rapport j unc J« variables- pour que Finn laptaden soil non nul. 

Dans les autres systemes de cooidonfiees s Ea demarche est plus compliquce^ 
car les uper-tiLeurs divergence el rotationnel nc consistent pas SLm.ptem.ent a 
deriver par rapport a la coordonnee d'espace correspondanit. 



Application & 



Cakul de laplacien 



Soil le champ Je scataires U — a j v. Galculer son lapladen ct interpreter. 
Solution 

Bn coordonnees cartesiennes, le gradient s’ecrin : 



gradU = 



(XT] 




r sc^v) ^ 


dx 






Uu 




de*??) 


hy 




a.y 


au 






U?J 




v j 



2s* 

jt 2 

0 



Le laptaden vaut done : 

AU = divferadL!) = + 0 = 2y. 

ax ay 



IL esl non itul, Car le champ de scataires U est unc fonedon non hneainc de ta variable x. 



I. I'upSrateur Mama «1 hura- 
urogranime. MBanmmns, boo 
ulULsaiien pe-itfiei Ge relrDiivei 
{JM-nunii-rfl idinmstmuH? las 
«KpnesEiDns das o»e r at?u r s vjs 
priefidemmem en cac-dc nrees 
canSaennas at cenini&i 
propriat&s «n4ra ca-s npiralsurs. 



G, Operateur Nabla 1 

G.L Definition 



DeFinition 6 



— if 

L’operaleur Nabla V n'est delim qu'en cirordunnees canesiennes. Cesr 
un vecteur dont Jen compo sanies sont tes denvees panieLtcs, par rapport a 
la coord onn« concentre : 

r j_' 

Sx 








- Lorsque I’opcrs-xoil v CSC applique 3 on ch&mp 4c scalaircs Uj par Sequel 
il est mulliplie, un fettOUVC 1 'opeiiteur gf adient ; 





rau] 

Bx 




II 

tS 


au 

By 

au 

L> J 


= grad U. 



A —Hr 

Lurajue roperateur v est applique a un champ de veeteurs W b la * multi- 
plicarion * pent etre un produit scalaire ou un prodiiir. vecturiei. On recun* 
nait alors reipeaivement les operaieurs divergence ei rocaaonneL : 



V-\V = 



Bx 

A 

By 

_ 3 _ 

3b 



.wj 



;w 

Bx 



JL 4 



^3 

■ch 1 3s 



div W. 



VaW = 





ife 

V j* 




4\xy 

3z 



aw, _ aw 

r)n Sar 



= iotW. 



aw, _ aw, 

V a* 3 * > 



Enlin, k lapiauien ^calaire s’ecrit ; 

AU = dfvfendU) = tf?U = ?*U, soil A = tf*. 



G.2. Utilite de Nabla 

Grice a 1’operateur Nabla, on pent trouver siinplemenr Lc rc5ultatdc com* 
position de divers operaleurs uinsi, pour un champ de scalaires. U : 

1. Le prad jiueciur ei de deux 
vriunuii colinfcmres e« nul ! 



rut(grudU} = — 0 . 



On admet La reciproque suivuiite, ulilisee en eleciromagneusmc ^ 



2. En pt*p»tn)«, If tigne nfrgauf esc 
purement cgnraiilinniicl. Li: i:l p <;nn|i 

ele:L'osl3l>qiie posside un 
imenbel sc ala r ? I vair le coirs de 
nrnniiiiri ;iiiHdi;l ; un riferifiera 
rn'ln nnri'in i|uu apt! ril flirt iineS 
ast null 

J Qri d I cue W * derres » de U 



Pr-opri-nte 7 



► *" "f "+ 

Si on champ de vccteursW esi a imianonnel nul (rotW - UJ, alors il enfflle 
ur. champ Je sculaires U dom il est le gradient : 

W - -grad U 

l.c champ de scaLaisre-s U est appele potential sttilitire du champ dc vec- 
teurs'. 



Ctiapdra 1 ; Elements d'analyse vecttirielto el rappels mHhAmafiqueB 
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1 Vair i C -4 de ce cha ail 'a. 



2 On pAiildnnc •cfunehire qua. pour 
IduE rhaup da vACMurS W. rrd W AE 
W son! unlwgflr.Bui antnul iwinl, 



3 . Com™ W =. rot Hi'i ft’, 
la clump da •rtcieura ei son 
potsniiBl vfldgur sunt cnttioDO n au» 
an hurt paint 



4. Cln rgconnait In lenmuta da 
deRnition. du iHplac ian VHCtoriHl. 



On remarque que si W = - gradU, alors It champ de veaeurs W esc i circu* 
Lation conservative' ; 

J-0 -+ -» f0 If -+ 

W' df = ■ gradU dt = U[A> - U(B>, 

Ja Ja 

=+ 

- Une demarche analogue permet tTetriire., pour un champ de vecteurs W : 

div(rotW) ® ?-£VaW) = 0 . 



En edei, if produit veciuriel de deux vecteurs e£t orthogonal a chacun des 
deux vecteurs qui 1 c ennstitue , ct son produit scalairc par Tun de CCS deux 
vecreurs esc mil. 

On admet dc meme la reciproque luirante i 



P<oprieli 8 



Si un chimp de veeieurs W esc a divergence nulls id.iv VF = 0), -slots LI 
exists un champ dc veetcurs A dont il cst k rotatitwuiel : 

W = n>( A, 

I jc champ dc vecleurs A c:-r appdc pntenriel vcctcur du champ dc vec- 

leurs 4 . 



- HnEin> si on applique la fbrmulc du double produit vectored : 

a a (Va 7) = (a -DiT- (a^)? 

au double rotationnel, on obtiem : 

roc CroiW) - ^a ($aW) = - $-f& f 

soit i 

rot froi W1 = gradtdiv W} - iW l . 



-opyrlgfi,^ 




'rial 






Lessentiel 



/ Sj^tenifs lie etiunl^nnee; 





■ En coordotmees spheriques (r n 40* on a : 

(lit ■ ru r , 

Une variation elementairc di' 1 jy ou dd de 
chaeune dcs coordonnces produit up emplace- 
ment. respeetiF de dr r/ T rdft ou m* . 

Klcmcm de volume : dV -ilrx rdB X r sin&d^i . 



■ lin conrdonnees cyJiridrtqucK foiQj -3)j on a : 

— *“ -» 

OM = m. + im ( . 

Une variation elememaire dr T d0 on d? de 
chacunr dcs conrd.onn.ee 5- produ.it un displace- 
ment respecrif de dr r/ „ rd9 u t ou de h. . 

Hlemcnt dc volume : dV ™ dr x rdU x dz. 



‘ En CilKirdonneci C-anesiennes (i,_v, c)„on a ; 

OM - xu x + yu\. + ju. 

Unc variation vlcmcntairc die. dv ou da dc 
ctucune des coerdormees produit mn depiace- 
menr ncspcctif dc eLv u > dv u* ou dc n* . 

EJcrtlCiU dc volume : dV - d_v x dv X dr 



Application Ju theoreme de Fubini : 

I l/(-t)^(.v)A(ff)djrd_vdz = j /(-V|dA | ff(y)dv | >i(jr)dz. 

" "-^n '*n 



/ OperateuTS d "analyse vectorietlc 



’ Le gradient cst un vCCleur ublenu i pnrtir J’un champ de SCfllaircs U. 

En cotmdonn£es cartesienneSi le gradient s’eerir : 

Ri-adU s VU. 

l.c gradient est non rtui lorsque le champ U fl’est pas- imlforme, son orienta- 
tion (jianr cclle dcs valcurs cm is-s antes du chmip U. 

la: gradient csl a circulation conservative. Enlre deux points A el B, on a, 
que] que soil ie chemm sujvi : 

I prudU'd^ = U<BJ - U(A), 

-A 




Chapirrs t : Eleine no* cTBflalyMi veciori&lls St iBOpOlF mathnnuniciiws 



0 Of^v i iq h ill cil 0 ri 




■ La divergence est un scab ire obtenu a partir d l un champ dc veaeurs. En coordannces car- 
tcsieimes, la divergence s’ecrii ; 

divW = V W 

- Lorsque ]a divergence CSl non tluJle, la nurme du vecteur varie le lung des ligmi.-b de champ. 

• + 

Fontiule d’UsirogrfldsJfcy : ie Bun d'un champ de Vcctcurfi W a t ravers une surface fermee S 
esl cgal a L'integrale de La divergence dc cc champ sur lc volume V dclimirc pnr CCCtC surface : 

f W-ndS = [fj dlv W ilV 

- ► 

Consequence : un champ de veLLeurs a divergence nutic (divW = 0) cst a flics con servatif : 

son flux <jf_ W'w dS a iravers loule surface fermee est nuE et son flux a Lravcrs tnutc -surface 

ouvenre nc depend pas de cetie surface, mass seulemem du con 10 lit -sur Jequel elk- s'appuie. 

* :■ — ► 

• Un champ dc vecteurs W a divergence nulle (divW = 0) possede un polemic! veeteur A tel 

que l 

W = rot A, 

- Pour un champ -de vecteurs W, on a les equivalences suivantes ’ 

W eat d flux cunservulif & divW = 0 en tout point « 3 A / W = rot A- 

* Le toiatiuTnicl est un vecteur obienu a partir cTuii champ dc vecteurs. F.n coord ounces car- 
Ex-siennes, Lc rotationnel s'ccri.t : 

nitW = ?aW. 

> ■ 

Les veaeurs rmW ctW sont done orthogonaux. 

- LdfSque le tOtahuilrte] est non nul, La norms du vcctcur nc restc pas consfanre dans, ups direc- 
tion orrhogpnale a cellc du vecteur, Generate mem, Les licnes de champ d’un champ dc vectms 
a rOLatkmncI non nul <■ tournent *, 

Formulc dr Stokes : La circulation d'un champ dc vecreurs W le Long d'un COMO'ut T esl cgaE 
SU ilux de son roiutionneL a iravers Louie surface Oliver te S s'appuyart sur cc contour : 

£w di= f|^otW*dS- 

CuDscqurorr : un champ de vecteurs a rotationncL nul (rotW = 0) esi a Circulation conser- 
vative : sa circulation Le long de louie ligne fermee est nutte et sa circulation erttre deux points 
ne depend pus du chemin Suivi, mais seulemenr du point de deparr ct d'arrivcc. 

- Un champ de veaeurs a rotationnel nu! (ruiW = 0) possede un pntcnticl sculairc U tel que : 

W " - gradU. 

- Pour un champ de vecieurs W, on a les equivalences suivanccs r 

W esi a circidation conservative & rotW = 0 cn tout point $=* 3 L 1 ■' W = -gradU, 

un scalaire oblenu a partir d‘un champ dc scalaires ou uri vecteur obtenu a 
de vcctcurs. En coordonnccs cartesiennes, le taplacien s’ecrii i 

= si U e-sl un champ de scalaircs. 



' Le Uiplncien esi 
partir d h un chump 

AU = V^VU 



AW " 



AW; 

A\\' t 

AW 



si W cst un champ de veeteurs. 







Formulaire 

On rcgroupe c!: explicite dan;; cc formul-airt: ]en expressions de Ltnis Its Operateun d’aiialyse veciQ- 
rieLle dans, les irois sysHsmcs dc ■criordonnccs much. Sciicnr U un champ dc Rcalaire ct W un champ 
dc vccteurR. 



/ En coord cmiiees cart£sienrtes fxi 

atr 

au 



- div W = 



rotW = 



_ au ? 


au 


' a.v u ' 




aw. 


aw. 


dx 


av 


raw. 


aw. 


ob 


a? 


aw. 


aw. 


as 


ax 


aw,. 


rJW, 


, dx 


dy 



as 






<*y 

au 

dz 



.* u = ^ + ?u + * u 



ilx 2 



.m a*w T , a*w 

+- -I — 



m - 



iuc; 
A W 
AW. 



dx* 



ay dc 2 



a-w, + a^w, + a-w„ 

j.v : ay dc 2 

a^w, ct. 

au ay dc 3 



/ En tiaordoniiies cylindriques (f, B. £*) 



f 



au ' 

dr 



- . . au - i au ., 
g«du = 



iiii 

d" 



u , = 



1 au 

r d9 






au 

ds 






’ div W = 



i arrwa | i aw H r 

r dr t rJ 0 






dW. 
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f 



• rot W = 



* AU = - 

T 



l aw. 


sw. 


r ae 


S 3 


SW r 


aw. 




Sr 


1 SCrWd 


1 SW, 


r Sr 


r M 


SUK I 


a^u , 


Sr ) r 1 





/ Lin ciH)rdonnL^H sphcriqui^ (r, 0, $) 



— au ..* i ao ^ i au ► 

" gfidU — -x— u r + — =— Uf. + — r— ~tt" «* = 
Sr r ofl r£U10 5$ 



au ' 

Sr 

1 3 U 

r ae 
i au 



rsin0 So ^ 



' div W 



► i r)(r : \v r ) + _j_ a(w,i.ine) + _j_ sw. 



Sr 



rsinO at# 



rstnfi So 



roi 



$ = 



l ■ - S^.nfl) SW« '^ 



minfl \ S 0 S<p 

i aw r i scrwj 

r*iiiB r Sr 



rl 3r SB ) 
r*M 3r/ ^sineael 



siflB 



J r’sin 1 ' 



i a 3 u 



SB .■ r’an^ Si }) 3 



/ llu Inching np^rau-ur*- 

* div(rotW) = 0, 

■ rDECjrradU} — 0 . 

■ AU = dhfendU)- 

■ AW - jpp-adCdivW} - rot [rot W). 

* giad(UV) = U grJdCV) +V gi^d(U>. 

- divflJW) = W-gradOJ) + U div#. 

' rot(UW) = U rotW + gradU a W. 

- dl¥# a V} = V rnr # - W roW 




GT'CTC 



Ex. 1 C i rcuJ ali on consent ati we 

Montrer quc It gradient d’un champ de sealants U 
cfli a circulation con«rvwsve. 



Ex. 2 Flux conserve [if 

Montrer quc 1c rorsdonnck d’un champ de vecietiis 

• W 

W cst un champ a flux tonscrvatif. 



Ex. 3 Grad i ent e n coord a noons cylind riques 

Son un champ de Lcalalrcs U dclsni dans tout Lb»- 



P«Ce, 

On nene : 

la diffcTcniLdlc de U, 

1) KapnttiLi JU cai foriclion dc rnperaicur gradient. 



2) Donncr I’cxprcssion du deplacement fUnKKltR 
dr en cuordonncts sphcriquts. 

3) A pamir de rnqjRHinn mathtmauquc de La dilie- 
renrklle d* U er de son expression en function du 
gradient-, en dcduiTt les trois compounla du gja- 
dient d’urt champ dc scalsures U dans It systeme dcs 
coordonnecs. spheriques. 




Ex. 4 Divergenct en coord untie es 

cylmdriqnes 

On se propose d’etudlcf hopemeur divergence dans 

le sys lime dt« OodooniH cybuliiqun. 

1) Quc rcpr^cnti I'^pcrjtcur divergence du champ 
dt vecteuisW en icrme de flux ? 

2) Repnjwnlcr un fitment dc volutnc dV en. tocn- 
donnees cyhndriquet. 

3) Caiculer it liux du vcctcur W .i [ravers I’elemem Jt 
volume. 

4) En deduiie I 'expression dc la divergence du champ 
dc vccteurs W en .uridi- limits ey liftdfiqiies. 

Ex. 5 Rntartqnnel en ■coordonnees 

cylindriques 

On sc propose d’Etudicr la wnpowiK onhufwHale 
(huivam irp du roudonnd d'un champ dc vert curs 
W dans Le systems dus cwidoniriM cyLkuttkjutt 

1) Quc reprhrflte l'cipcratciu r-oralionnel du champ 
de vccteurs W en iemm de drculldoa f 

2) Quel car lc contour adapni a l^i ude l(l- b ^ump^ 
staiire OTchomdble de I'tpcnlnr rotationncl ? 

i) En deduire I'eJiprcxHLwn de L-elle enmpustmre 

mbondUt. 
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Solutions des exercices 



Exercite 1 

Mentions qu« la circulation de grndU entre deux points A ei E ne depend pas du chemin suivi 
entre ces deux points. 

" , ■ ■ - — -ta“ 

■ Suit un contour femur F sur Lemuel est en lout puinl gjadU. Lit circulation de ce vectfclir 

Le Long du contour ferme T s'eerit jj gradUdr, oudrrepresente un depLaecmeni ctementjiire Le 
Long du contour. 

Or, par definition, dU — gradU-dr. 

Done jf gradti'dr = jE dL' - 0, puisque le contour esl ferrtie. 

* Soil maintona.nl deux lignes I", et F. qucliwiques reliant deux 
points A et B dc 1’espacc et orietties dc A vers B. Leur reunion 
forme un contour ferme F Le Long duqueli !□ circulation du vecleur 
gradient est milk’ ! 

0 = v gradU'dr = | gra<JL 1, dr+ | gradU'dr 

J? ■ r | 

= J r grad U- dr, + | gradt>(- dr T )» 

cTou on cn deduit r 

| f HrndU^r, = I jrradU-dv,. 

Sur la ligne | pit »ivt|t]re rln fi.nn £ wu? Is paint A, done nans I* sens oppose ail cantatir an [.rand alnrs 
un de plat Fmanl eleniBnlaiTe dr,'- d r 

La circulation du gradient ne depend pas du cite min suivi entre les points A ei B, e’est done un 
vecteur a circulation conservative, 

J Y‘ On a aussi yu bUcwjtb c,ul> fa res: tproqus; esl variFiefi jpmprrali 21, 





Ex ere ice 2 



Momrons que ]e flux de rot W i era vers deux surfaces quelconques s'appuynni sur un menu: 
conrour est cgal. 

B 

Soil deux surfaces dislincles S, cl S, s'appuyanl sur Le Contour 
t'crrnc J‘ 5 leur reunion formant one surface S fermee. 



Le Auk de rotW a rravers la surface fcrmec S sYcrit If rot W dS> 

-•> .. jh 



Qu dS = ft JS represente un element de surface S el n ■sa normaJe. 

* ► 

De memt', le flux de rutW k tracers la surface ouverte 5 s’eerit 
► * ► ... 

rot Vi'-dS,, ou dS r = jj,dS represente un element de surface 5, 

s i . 



. M 






Sr *' 

- 

r ii 






* 



//, 

et n t I a normale respective . 

D'apres la fortnule d’Oslragrudsky, JEjtoi W'dS = ^div(rotW)dV t ou V represente Le volume 
delimite par La surface fermec S. 





Or ]e formulatre LndLque que div(rotW} = 0. 

Paur se souvenir de culto propriety, On raisonna an caartfanneps carlesiennes : 

divtrot Wl ■ V'|V aW)iO, 

d'apres Ies proprieties ccmbinsas das produiEs sna-airns etueelGnels 
Done ‘jJrotW-dS — 0. 

La surface S ESI dii^LlLiie vers I’entericur du volume,. alois que less surfaces S, cl S, sont arientees 

► + « + 

pgr lc contour ennome indLquc sur lc schema* avee dS. = d 5 ec d S, = - dS . D'ou : 

0 = £rot# dS = £ rot \V dS + £ rot W dS = £ not WdS, + ff roc W (- dS 2 ), 

a i s t "j 

On en conclut. : 

J^.WdS^IJ^W-dS, 

Lc flux du rotarionnel nc depend pas de 3a surface ouveritc s^appuyani sue 3? contour S b C’CSI dotlC 

un. vectcur a flux con&ervacif. 

On a^aussi Mu que (a recipmque est vraie fprqpriete 81 En &ffec, si un champ W est a Hu* conservatif, el&rs 
div'.V - Q 



Exercise 3 



1) Par definition, si on considcrc un deplacement elementaire dr 3c long d f un contour quelconque 

gradl’ dr= dU. 

Z} En coordonnccs sphenques* Lc deplacement clcmcntd-irc dr s'ecril ; 

j p. 

dr “ dr ir r + rdfl u,, + r sinti u + . 

3) D’aprfci raiODCt, dU = dr + ^ dfl + d$. 

dr do tw 

Or, par definition,. gradU 1 dr = dU. 

Avcc gradU — gradU t/ -I- gradU l # jj* + gradU | ( tr^, on a : 

dU - gradU ) r dr + gradU r dft + gradU |., rsinG = 4^- dr + 49 + do. 

Pgr identification, on obrlcnt : 

31) 



— JfT > 3u c- a i 3u , * i au 

gmdU] r =~ , ei — 



On retrauve bien las expressions dDPnees dsns la fnrniulaiine. La demarche da reteKercica estune demarche 
tres gentle qi*i permet dfl retroirver Ies com posgntes du ■gradient dins tout systems tie cQOfdonnGes. 



Exercica 4 



1) Four toute surface fermee S, la fortnule d J Ostro.gradsky permet d’ecrire ; 

£W‘dS = j£divW dY, 

ou V est Le volume delimits par la surface S. 
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Done, si on considerc 3 'integration 5 nr un volume clemcntaLre dV „ on en deduit : 

divW'dV = | W-dS". 

L" operate ur divergence rcpmcntr done Jc flux du vectcur W a tnivm la surfaiT fermte 
eutourant un element de volume - 



2.) En wortkmrk« cyUodriquCi I’clcmcnt de volume est 
une portion de cylinder que Tun assimile a un parallclepi- 
pede reelrani^e d-e volume ckmcntaire dV sdrxtdflx d x. 



3) Pour calculer le flux total du vccicur W a tracers ie 
volume^ on ajouic les flux a travers chacune des six faces du 
parallelepipcdc. On repnend I’cLcment do volume repre- 
sente a la question 2). II esi important de se mppeler que 
la surface entouraiU ie volume est une surface fermee 
orientee dc I'intcricur vers I'cstericur du volumc- 

On raison™ par unites tie faces apposcos sur I'iiement da 
urume. Chaque pairs zerrespone a la vara Inn elements ira 
d'nne coordHQnrifrff. 



♦ Variations de 0 

— 

Pour la face colnrec en vert sur le dessin ci-contre h Ie flux dc W esc egal a ; 

#dS = W(r, 6, a>-dS(- lTj s - W,(iy 0, z)drdz. 

— fc- 

Pour la face coloree en gris Sur le dessin. ci-Contre, le flux de W est egal a : 
W'dS — TJF-Jr, & +■ d0, £} - dS u* = W„(r T 0 + dC T sjdrdj. 

• Variations tie e 

> 

Pour la face coloree en vert sur le dessin ci-contre, le flux de W est egal a : 

W-dS" = W(r, 6, s)'dS(- uj = - W.(r, 0, a}rdrd0. 

► 

Pour la face coloree en gris sur le dessin ci-Contre, le flux de W est egal a I 

W dS =#<r* 9, i + d£)-dS u. = W/r, » + dflrdrde. 

* Variations de r 

— *■ 

Pour ta face coloree en vert sur le dessin ci-contre, Ee (lux de W est egal a : 

W dS=W, e, x) dS(- = W T (r, e, z)rdMz. 

— # 

Pour la face Coloree en gris sur le dessin ci-contre, le flux de ''S' est egal a : 
W'ds" = W(r + dr, e, £)"dS * =' W r (r + dr, 6, z)rdMz. 

Done k flux iota] de vaut : 






<| W-dS’ = | W,(r *<S r, 6, *) - W,(r, 6, t) 






rd0ds + 



0 b r + dz) -W.(r, 9, *) 



W H (r. 9 + dfr, a) ■ W,(r, 0 t z) 



drda 



fdrd0, 



„ . j ^ W r fr + dr, 0, s) - Wjfr, 0, a) dW r , „ x 

Ur+ si dr est suHisamment peut, — - ti — 3 • Q * { r f 0» z). 

dr dr 
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Be meme, pour Lcs audres termes, : 



W # fr,P* J0,«) -W„(r,ftri , 

dti ‘ ao 



L’t 



W.(l% 6 ,£ + d^ W.fr, 9 , ^ _ ,>W. 



fr, 6, j). 



dz dz 

-H. 

-y- En offer, inyithL^no’iq ju^ne-nl. a dern^iu dung l&ncliDnsedfllinrtparla limte du rapport : 

t(x *■ da) - /(jtl Af{K} 



lifn 

di . t d * 






On en conclut quo : 

ft '*' <,s '= * a > * 7 (r - ^ + ^ < r - e - a) ) dV - 

4) Or, d’apres la question 1), on a : 



divW dV = W-d S. 



Done : 






On retrouve bien l>*prwiOT dunnfte dan; \e lormuleite. La demarche da cat a^arcice SSI una dimardw vtoi 
•yimfcrak: qlm pewntil fit retlDurtr I'Kamsoii du la dnrargenca dans lout system* de cacrdonnees. 



Exercice 5 



1) POur tout contour ferine I", la focmulc id c Stofeca pCTHKt d'ecrin : 

£wdJ=}| a rol#^ 

uj S esl une surface ouverte quelounque s'appuyant sur Ic contour I . Lc flux du rotationncl dc 
W A travers une surface cLcmcntaire esc done (gal a la circulation du vecieur W le tong do 
contour sur Lequcl s’uppuit cello surface. 

— * 

2) On cherche les cnmpwantics nrrhoradialcs du rnnuionncL deW, Pour edaj it taut done consider 
net utie surface orietu^e de nomiaLe u^j c’esi-a-dire par rxemple la surface represemee en vtrt sur 
le schema ci-dcss,us. Ljc contour adaptc cst alors, Ic contour t represent*: en vert. 
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3) On suppose que le contour eletnentairc a des dimensions faibksj de sortc que I'on peut consi- 
dener que W L df = W dJ, oil Wrepresente la eomposante du veCleurW dans la direct ion du vecteur 

d/. 

Afm de calculer la circulation, on a erienre le contour dans Ic sens ABCD mdique sur 1c schema. 
On trouve : 

^ W'dJ = VF - AB + W’ BC + # CD + #■ DA 

= W r fo 0, s +■ d^dr - + dr, 9, z) dz - W r fo 0, a) dr +- Wfo Q, *)(U. 



Ox, 



et 



V T.fr +■ dr, 0 , g) - W.fr, 0 , z) _ 

dr th* 



(r* z) 



Wfe 9 , 2 + <ij) - W r f r, fl, a) _ rAV" 

de 9 ? 






On en deduit : 

^W d? - fr, ft, z) (r 5 6 , *)Jdrd£, 

Com me ^ W r dJ = jT^rot VTdS - jfj^rot Vf r dS = roi 'wVdrds* on en conclut ; 

»tw), = ^ Cn &, £) - ® <r, % £). 

"<£■ On reUDuve bien i'Pxj]r?ssion donnie dans is lar inula re. La demarche d« cet iMfdci lilt u nc demarche nes 
geninle qur pernier da retrouver !sr cnnpnsanrns du rntalmnrfil dans laul systene ite catrfonnaes. 



. lifl 
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CHAPITRE 




Les equations 
locales de 



l y electromagnetisme 



Introduction 



Dun point dc vuc bi&toriquc, on constate que les ]ni& physiques dc rclcctromagncti &me out 
etc dccwvcrtfs sans liaison b unw #v« autres el de manicre incomplete (champ clectm- 
5 cacique, champ magneios-rartque). Dc cet ensemble disparate de Inis, Maxwell en a tire des 
equations plus generales. It a ece avert! par la suite qu’il etait possible de demontrer toutes 
les lois de I ' electroma gneti s me a partir des settles equations dc Maxwell. En postulant 
d’abord ees equations, e’est cette demarche inverse a revolution historique, qua perrnet un 
raisonnement deductif, que ] s on propose dans ce cours. II suffli done, pour acceder a Ten- 
semble des lois ou theoremes de I’clcctrornagnetisnie, d'admcttrc les quatre equations dc 
Maxwell. Cda est possible car ces equations locales sonr des equations vecLoritlles valables 
en tout point de Pespaee, dans tout milieu, et a tout instanE. 

Les equations dc Maxwell relient les deux compo&antcs E et B du champ clcctroma gne- 
lique a leurs sources, les denotes de charges et de raunmis. 

1j demarche du cours, conforms au programme, met raecem sur I 1 interpretation physique 
des equations machematiques, plutdt que sur Inspect calculatoire ou theorique. 

Plan du chapitre 2 

A. Lei ftmuces de champ electrornagnetiquy , 34 

B Milieux dielectriques 4 . , , 3S 

C. Les equations de Maxwell. .......... 40 

D F-ormul.itiOn -nlegrale des equation? de Maxwell 44 

E. £tade des potent lets ................. 40 

F frtude dfi Ih Clique 47 

G Relation a du passage du clump elactromagnetique . ....................... SO 

H Ap; iroximatJon des Regimes Quni<Staliomiojtes ,..,,S4 

I E Ffet de pc&u . . n,, ,56 

J Etude snergetique . , , ............ 60 

.-Mi ethodes 

LesaenlioE mise an cauvio. , .... . , , , r .... . , . 63 

r 

f. piojtl l :'.v if *. 1 ?* i-’X'-L 1 p’l r ct-l' iS' .71 

Smlif-utitms . . . 75 

Sul min ax tfc.t . ... . . . ........ . . * . 76 
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1. L'Jijif fjsiirat or des, milieus 
comings beI mbIsIj*b a furtiufi 
A recnaffe FiBcmscoHiPB. 



A. Les sources de champ electroma- 
gnetique 

Ce sunl les charges electriques. Parmi dies,, on distingue les charge-, mobiles 
et les charges fixes. Lorsqu'on parlera de charges eketriques, il s’agini de 
lx']]c» qut sonl fixes, car Jck autre* dtibritKOt par Icnr rruiuvcment Lc Lou^nt 
electriquc. 

t 

A.l. Echelle d' observation et continuity 

A Ikchclle atomique, dcuKnoyaux d’atomes vonlns sont separes par du vide. 
AiorS que La dimension du noyau est de Pordre de IQ m, La disLJtice cm re 
deux noyau* les plus proehes est d’environ lO" 1 * m. La masse eumt Concen- 
tred en quasi-coULite dans les noyaux {de masse tres su pen cure a cclle de-. 
Elections), on en deduit que la matiere est coneemree dan* de peiiis espaces 
separes de VLde : la masse cst done discontinue ;t LVchelle atnmiiquc. 

A S’echelle macr-nrscupique, e’est-a-dire i I'ecbeLLc de mesure que noire rej| 
peut apprehender (le centimetre ou le metre}, une planche nous parait 
homogenc et la discontinuite precedence n‘e*t pas ttsiendr. II en est de 
mcmc a l h echelle dire * mesoscopiquc * du micrometre, rrcs .grande deviant 
reehelle atonaique, mai* iniLfiite&Lmale devam I'echeLLe macro scopique. 

tJn element dc volume * mcsoscopique » dr semhk infinite simal a reehelle 
macrosccipique ; il apparail alors commc un point. 1 1 content approximati- 
vement 10 u a 10 11, aromcs- On ne peut alors pas disringucr ks masses et k 
vide dans le volume dr. On suppose alors que b matkre est un milieu 
enntinu. On parlc, a TcchcLLe micToacopiquc, J’appmxiLnarLot dts milieux 
continu s. 1 . 

En seconde atinee, on se place a Lechelle mesoscopique : un volume * infiru- 
ment petit » ou * elementaire * est alors dc dimension mcsoscopique et on 
peuc done appliques* r approximation des milieux eonrin.ua a tour c-s Les situa- 
norta. 



2. II esi d'Sc hellB meE-osoc ;l? el 
le vui jnie sk-hL e Hitt le pome H A. 

I tchillle mii:ri:iSLa|]ique 



A* 2 « Density voluniiquy de charges 

Lorsqu’un element de volume * ekmenraire *- dr centre sur un point P 
continent une charge electxlque elementaire iltf, ort peul deJiner h deir- i Li- volu- 
mique dc charges p presente en un point P : 



DeFinition 1 



La ilvpwiiv volumlque de e burse* presents en un point V de Pespace est ; 

oil dq est La charge eLectrique elementaire presente dans le volume elc- 

mcnrairc dt centre sur Le potnt P. 



3 L' !!!.lk’al'J Jan LlU-B "I il I ■ 1 1 U hr ■ U t 
camme ims addition d'un* idrlinifl# 
d'dlements inlimment palits. 
et non enmme me rechorchB de 
pri ranine. 



|. ‘unite SI dc la den site volumiquc de charges p est le Cm } ( La charge 
s'exprLtnanL en coulombs C ei le volume dr en m\ 

Ainsi> la charge clectriquc comprise dans un tnlume t eat egale a La sornmc 
de* charge* presente* en tous points P enudtuant le volume : 



Chdipiire 2 ; (KiUril .nn:; Incn! ns de I'electra'negnetis'ne 
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1. On pane aura de deitsHB 
* ruperfichllB *, 

2 , Par CKKniple, lii ban CarduilKU' 
ne pent ftra charge qua sir eb 
■ surfacE s ! echeiie iracoscop-qu? 



1 CnEIc i![ia.iH!h- Jit njIIii a 
f^dialla rnacrnscnpiqua 
4 aX«*l nitspsciipiiiui!. 




Fig, t - S-mf hc a £ d'BpaiSMiif .V. 



5, 1'lnligrnlr di5:l elrc ccinsidEr^i: 

comia una addition d'una infinite 
d'alaTiaritE infininam setili. 
an nan comma ana recherche da 
pr nilwg. 



€. Cestuii milieu cnnductaur. dans 
lequal le daptactmtiin das charges 
ail possible 



I 




Fifl. Z - Volume ilementHire centra 
aur un paint M. 

J. HI S'ayic dune va su' iiiGymue 
dans ca mndlilf. 



A3, Densite surfaeique de charges' 

Lcirsqu’une charge se tnouve,. 3 I’echelle ftUCTDSCOpiqUG^ fcpaftlc SUIT UPC sur- 
face-', on park de densite surfacique de chafes electriquc*. 

Comm; les atonies ou molecules charges occupenl necessaifettlent un cer- 
tain volume dans respace, tl est done inconcevable physiquemem de potwoir 
trouver dcs charges sur unc surface. La densite suifacique est une ruodeli^a- 
tion itiaihematique, Une surface esi eonsideree etre une couche dc grande 
ttcnduc decant son epaisseur, laqueLLc pourra etre confidence comtne nulle 1 '. 

Si on note Al I’epaisseur de celte couche", dans laquette ejdsle une densiie 
volumique de charges p, slurs on peut defmir une densite surfaciquc n dc 
charges a Lcchclle rmcroscnpique : 



O t- 1 inilimn 2 



On Jit qu’urjc charge electrique admet une densite surfaciquc de 
charges <T sur une surface S si I'cpaisscur \J dc la couche chargee cst tres 
inferieuie aus dimensions de la surface S tip. 1 . Avec p densite volu- 
mjque de charges dans la couchc rV> on a alors : 

q - | pdf , 

oil P integrate esi fake sur Pepjiisseur A/, c’esi-a^lirc dans une direction 
nrthugonale a La surface connideree. 



L’unile de C est le Cltr J , car son unite est celle de p multiplier par une Ion' 
gueur. 

Ain si., La charge electriquc de La surface S est egale a la somme des charges 
ofFJdS presenter en tous points. P constiruaru la surface : 

ou r element dc surface dS est centre sur le point P. 



A. 4. Densite de couraiit volumique 

Le courant electriquc correspond, a un mouvement dc charges elccrriqucs. 
On mesurc a L'aidc d h un amperemetre Pintensite du courant electrique qut 
parcourt un fi], 

Lnrsque L'cm sc place a unc echelle d’observation mesosenpique, le fil n’est 
plus infimment (in ei apparait comme un solid? . 

A Peehclle mesoscopique , la maticrc de cc milieu peui libercr n porteurs dc 
charges par unite de volume. On ncite q la charge de chaque pnrteur mobile. 

On considere un volume etementaLre centre sur un point M. On choisit un 
cylindrc droit dc base dS ct dc gcricratricc d I coltncairc au courant clectriquc 

Cfi£ i). 

rp -> rf 

Le volume elcmcruairc dt = dS-df coniiem <IN = tidr = n dScif poncurs dc 
charges libres q. La charge du volume d” est done : 

— # — K 

dfl — gdN = mjdt — nq dS'dl 1 . 

Les charges mobiles possedant La vitesse r 1 parcourent la hauteur d/ du 

cs-lindre clcmenmirc pendant un intcn r alk dc temps clcincnxairc df rel que : 

— §■ - 

df — t dt. 










1. On 'apse n aue I'inlansite c ,n 
tra^ertH une suda-ca dS es-l a 
guanine de diaqjH quitraijersent 
tsnt Kiir'n^c pen unflf de bgmps. 



2 Dans la definition du vaclaur 
danaite a* caurand, il s'agrc da la 
Jurisiie des c ha r-ges qui se 
dfiplacam, iMalemem d flare™ 
du lsuta dflntnt de thargns linns, 
per mxi! up- -n cidln den inns ri ,i 

ndaaau cristsllm eu la danahe de 
charges vue an elactrodatiq tie 



3 ji f'nr parlait de densita 
volumqua da -cihiranl, ales funrl# 
dtvrin tire at Am* ee qu n'esi 

pas !■ C4?- Mai? tgmme if ^ptirart 

esl bian raparti dans ur volume. 

II e si iijpiuut de parle ■ de coiinnc 
uclumique, a -au la nnm de 
r demfl# de taurinE I. 1 1 : jinqu “ ■ 
pom ; 

4. Ce conc-apt da danarta da 
cdurant a deia ete irrodiid en 
prerr>era annee dens le tours 
d'tlacfracmeciqua. 

5. n't! 5 " n i :i r : : gne nap pa dr 
courant n.ia f nr peut par eicarriplr 
nOteniNorsque do courant 
eieccnqua parceurtune bervde 
putialhque de lrfrilsible dpeisseur 

E. Cade e».««r ast nulla 4 
fee heiiB rnocrascapiqua. 

7, ATflct mtsascap sle. 



Ainsij 1'intensirc elc-menmn; <Xi du courant etecuique mversant reletnent 
de surface dS esi duime par : 

, . _ dtf _ dN _ dt _ df 

df dir dt df 

Pour obienir I’intensite total? du courant clcctriquc, Ll faux ajnotcr routes Ics 
intensities elementaLrcs* e’est-a-dire mtcgrci' da' sur La section S du condueieur. 

On definit akrs le vcctcur densite de courant : 

J = nq v = p* v, 

expression dans laquelle p„ = n<j designe la densite vuLumique de charges 
mobiles possedant la vitesse v . 

Ainsi, on cent el 1'intensite tntale s’ecrit : 

L’inte-nsite totalc qut traverse unc section S de conductcur cst done cgal? au 

flu* du vcctcur de-nsiie de courant a travers ceite section. 



Definition J 



L .v vcctcur densite de courant / c sr defint par 

f= ttq v- p m d, 

oil p n = nq esi la densiic volumique de charges des porteurs. mobiles de 
vites.'se v, 

L'imensite toiale I uui travers une section S dc conducteur est obtenue en 

— p. 

caJculanr Sc flux de j a travers ccrtc WCIton " 

i= j dr = [f jyi 

L’iniensiie 1 s’exprimani en amperes A et la surface dS en runit£ du vec* 
leur d ensile de couranl voLumique j eat I'A m 2 

A.5. Density de con rant surfUcique 

ljnrsqu’un couranr sc irouvc> a I'echclle macroHcopiquCj, ciendu sur une sur- 
face 1 , on park' de densile de courant surfacique. 

Corame ies charges mobiles nccupcnt necessairement un certain volume 
dans 1'espace, il esi incoticevible physiquemem de pouvotr trout er un cou- 
rant sur une surface. 

On cn fait done unc jnodclisadon mndicmatique en simulant une nappe de 
courant qui oirculerait sur une surface S don! t^epaisseur seruit negligeable 
devant la supcritclc dc S . 

Si on note A/ repaisseur de celte Couohe , dans Laquelle etii^te une densiie 
voluniiquc dc charges mohilcs p n , aLors on pour dcflnlr unc densite dc cou- 
rant surfacique a ]"eclieLle xnacrosCupique : 



Definition 4 



On dit qu'un courant ad met unc densite surfacique / s de ctiurant sur 
unc ?urfs.cc S si 1'cp^iswur A/ dc la couch? ou circulcnc Its charges 
mobiles de densite volumique p„ est ires inferieure aiuc dimensions de la 
surface S. I.a densite dc courant surfacique est donnee par : 




OU I'intcgralc cst fairc sur fepaisscur A 1, ckst-a-dirc dans unc direction 
otlhugomde a la surface oonsideree. 
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Chapitre 2 . Lea equal <pna locales de I'elwtromatjnetiaiT'e 







Fifl.a ■ Fiun du vpcleur timers 
la ligna 



i One liLj iL pauE fisre wnaiceia 

c urr 'in: la * WCtfSfl » C'mi& 

aurhkCBU 

Z. L'uil&g.'ale doit 4tre cors-id^e 
cflrriiTi? un? additwn d'une infinite 
otileme-nts infinimanrt pelrts. at non 
ruiii'iii! iinn tatfatarntri da 

pl .'llil .VI! 




Flit, 4 Voinfflt t dt swiate- S 



3. Ce r&Hiltat est iioc'de en 
mathemitioue’E Z* ann£e 
cancernant las nttgiales a 
par&mftirtt. II estvalable ptoije diw 
Functions p sirtfoarment 
requliirsrt. ce out nous 
suppnserans, 

4 On a uiilise la lormuie 
tfOstrngradsky, vair chaoitre 1. 
S&J. 

5 €r elitl, la norm ale a touts 
surface fermse aat aortante ei le 
cauiam sat compiS patitivtmtnr 
f'il KM'Tflt 5 



6 Cette equation eel .an alogue a 
liquation locals da It 
cansaruation da la masse an 
mae-anique das IIl Jk-k. done la 
dSrntjnsimiQO est Emulate. 



L 3 unite de C est le A’trr^ car son untie est eelle de j multipllee par une lon- 
gueur. 

Ainsi, le courant eJearique qui pareourt tme surf?cc $ esc eg? I ?u fluv du vee- 
tcur densitc surfacique du co-urant a travm unc lignc lb;-. . L J ill ten site 

passant it [favers unc Itgne [AB] contemn; dams la surface S skcrlc : 

,-t3 ,B 

[= lit - k»da s 

“A - r A 

oil dev est l'^lemetit de longueur de la [igue [AB] et .rr'un vecteur uniitaire tan- 
grant 3 la surface S et normal a la llgnc en tour poim. 



A. 6. Equation locale de conservation 
de la charge 

Considerons un volume t delimits! par la surface S, dans lequel existe unc 
denote vnlumique dc charges p s non uniforme ct variable dans k temps 
! . AJurs La Charge- toLalc Q{jl) dan* It volume p est egale a : 

Q(c) =JJjptP,r>dT. 

Entre les instants i el / 4 do la charge totalc vark de dQ(t). On a alors : 

Infcressons nous mainccnanr a Ha charge qui a traverse., entre les instants rci 
it 4 dr, la surface enlourant le volume 1. II s agit des chaises mobiles avec la 
densire dc courant j. 

Un courant clcccrique I = ji j dS = ||| divjdt esi sorci de S . Par conse- 
quent, PimenMte recue par le volume i esc egale a : 



El rcsic a ccri re 1? conservation dc la charge, fTapres Lcs. equations (1) et (1> : 

III I dT = - Xf/, div J ,,j:E ’ ou = 

J//,( dsv /,+ ^) dt = 

Comme la demonstration resit valablc pour tout volume r, on en deduit ; 



Prc^priilA- t 



Equation locale de conservation dc la charge 

div/4 ^ = o. 
of 

Cette relation est valable en chaque point de Lkspacc* . 

Chaque terniie peut etre interpreni physiquement, au vu de la demarche 
concrete qui a etc conduits dans le calcul. 

Le terme divj represenle le flux des charges a la surface, alors que le terme 

teptesente PauginentaiibU de la charge presente en un ptiint. L 1 equation 

dt 

traduit alors Ic fait que La variation dc charge en un point est dueau seul fait 
qu’il y a eu deplacement, e’est-a-dire entree ou sortie, de charges. 11 n L y a 
done p?R de creation dc cbsrgcs. 
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Ce Si>fi[ ItiS. ■liilitJK dflS ciolai ili 

t. A I'alal naturel,. la mariem ^erte 
c stale Tie it neutra. 

1 S'ils li! Knnt. on peui vppliquar 
le principa da Euparpaaition at 
imajiner un dualectxqiie non 
ensrfli tuparpflit 4 dwnlti 
da charges. 

J. tala signitie qua ne phfcnomEne 
«si nfryligaahlif iltvam lei 
stiivants. 




Fig. 5 - Polarisation fttacfrofiiqiuB 




Fig. 6 - E.tempie de pBlariaaii&n 
ionlqua sur up rSaeaii Ehlorura da 
cisium. 




fi|j. 7 - Pplsnsilipn par^ris-nta 
lion 



S Cn send das ffloMCuIn palair**. 

S La molecule d'eau pcasede un nwrmnt 
dipalaira nd-v dcel, carfatsFE d'D^voena a 
tendance a al '-?r vert lui tea electrons das 

nEnmni d'hydrDgcnr. 



B. Milieux dielectriques 

1-cs. milieux dickctriqucs sw>ni «uk pour lesqucls Lei atomes ne peuvent pas 
liberer de chaises, qui participcnt a ia conduction du courant eketriqueh 

Si Le milieu esi charge, ]es charges prCsentes sont dune neCessairement. Exes 
ct not etc apportccs par un nperateur , 

On considcrerq dans I’ctude que Iqs milieux dickctriqucs ctudtes. SQOt non 

charges 1 . 

B. 1 . La polarisation 

Lorsqu’un dlelectrique esi plunge dans un champ electrique (dit * champ 
exterieur *)j cheque molecule ou atnmc le constituant deviem UP dipole elec- 
trique ; e'est le phenomena de polarisation. 

On distingue inrijs. type? 4c polarisation. 

* I .a polarisation electrimique [tig. 5j- Lorequc L'atome sc trouve dans 1c 
champ electrique exterieur, son nuage electrocuque ei son noyuux subisaem 
des forces dt Coulomb opposecsj de nnrtc que les barycennxH. G + et G rcs- 
peClLvement dei charges positives et negatives ne sunt plus superposes. II 
apparait alors un moment dipnbirc cc on dit que la marierc sc polarise. C'cst 
la polarisation electronique qui apparuit pour tuus les atoines ou molecules 
plonges dans un champ electrique exterieur. Cc type dc polarisation CSC mas- 
que par rous les aurres'. 

* La polarisation Sonique (fjjg, til. Ijorsque Ton a affaire a un reseau cns- 
tallin ionique, le decalage des ions positifs et negaiifs dans le chump exterieur 
crec de maniere analogue des momenta dipolairca ; c’cst ia polarisation 
ionique, done les efTets sent plus impor Lints que deux de la polarisation eiec- 
tronique avee laqucik die sc superpose. 

■ L;i polarisation pur orientation tig. 7]. Dans un Liquidc ou un gar, 

lorsquc les molecules possidam un momem dlpolalrt indivlduel* P evoluent 
en l 1 absence de champ electrique cxtencur > on n 'observe pas dc moment 
dipolairc a feehelk tnacroscopique : LI n f u a pas 4e polarisation. En effete les. 
moments JipoLiires individuels; s’orientent duns fcspace de maniere aleatoire 
□u gre de 1 "agnation tbermiqucj dc soric quo Le moment dipolairc resultant 
reste nul. En^presence du champ electrique exterieur,. les moments dipolaires 
mdividucJs P s'orieneent dans ]e sens du champ exicricur genes par Pagita- 
tion thermique : e'est le phenomene de polarisation par orientation. II 
masque Les autres causes dc polarisation car son cflfct est dominant. 

B + 2. Vecteur polarisation 

Considcrons un element dc volume dl de dieLectriquc polarise. JL possede 
done un moment dipolairc d/i^nori nul". 

Pour caructcriser et quantifier ce phenomene de polarisatLon^ on dcfmit le 
siceteur polariRation V cn tout point du milieu diclcctriquc par la relation : 



7. VairiB enurs a ale oforr 35.10:151x1-; cc 
pramidre annea. On paut rappelar qu'un 
couple I" = P * E s'applique sur la molecule. 

I. L'ilamani dt slant da dinnansim 
'xiaspscapipoa, dp'eat la moment dipmla irfl 
rdsattant de la somme sur ur p^and roirbra 
:l'.i Iimiio-s. Hi: 31ml any il resle p-CLrl duvaril lu 
moment dipalflir? ncqi.is par un UQlnmu 

di?ietr<qu? cd dimension macrascnpiqua 



Propriety 2 



Le vecteur polarisation P cst une den site volumique de moment dipo- 

lairc : 

— jh 

P = 



dt 



ClMpitr^ 2 Las equations kxales de re*flctremB«9nfr1»sr™ 



d!!tt 



*rghtt 



nateria l 



3® 





1 Cast la CHS (orsq^js Ton trauailie 
aW£L lifts nrrJftS ft , 'Li:[:'jm;igiir1ii|i.n:s 
cui pawant ftt r E sinuso'id^lBS. 




Fig,B ■ Moment di jftiin ft 'id-v ■ 
dual. 



1 On cornpta pn effetn dip&tas par 
u*nibB ca volume, chacun da mtim-a 
rrarrsm tiipoiaire p 



3. L,n isnlnnl np inissf p.= r. passer 
la courant alectriqua : i ne paud 
dona s'agir da cikjrafTtn vrais i. 
Urtft pplfirispllori nHablp5« 
rgmpprte tominie une dsnsfli da 
nourant uo urr 3 le : eelui-ci eat 
hclif. II cansLfUjft une parL u da J'un 
d*t irgrtftln i de la maiiarq 
dieiactnque. 

<■ H$ iOffl, Info a la prasarwa da 
mjiiprn didlsclriqua, d'ou ca 
qualificatif. 

Ei. CftlU ftijLaLiiin unE In na o Si l« 
rDiiranrs el charges vrais la 
vijnfinni. el qiM la samms eas 

chare as et EDurants, Praia etliciiri 
dpivandla rfrahser, stars les 
fthflrg fts nl <»jrants lia* dpivcnt. 
Mijd*, la vjriftpr 



Son unite SI cst ccllc de /* s le C-m, divisee par un volume* soit lc C-m 2 , 

Le moment dipolairc total % du volume t cst done la somme dcs moments 
dipoJaircs des elements de volume qui Je constituent : 



p^-J/JV* HI? it- 



R.3. Density de eourant equivalents 

Lc but del paragraphs B, 3 et B, 4 est dc monger que la presence de matiere dielee- 
inqno non chargee, mats pdariset, est equivalents a colic d'ttne dennti dc entrant 
vahtrniqite et d’unc densite vohtmique de charges. 



Plongee duns un champ exterieur, la matiere didectriquc sc polarise. 
Lorsque le champ exterieur depend du temps l , les charges +q et q des 
moments dipalaires individucls den atomcR. ou molecules R.ubisscnt UtlC force 
de Coulomb variable et se mettent en rnouvement autour de k-ur position 
d'equilibre : on note respccrLvcmcnt v* ei tr leur vLccs&e a I’instant t quel- 
conque eonsidere (fig. SI. 

Son n lc nombre dc tcls moments dipolaires par unite de volume. Le mou- 
vement de ces charges tree one densite de courasnt volumique j drija definie 
dans lc paragraphe A, J cr donnee par La relation suivante : 

X~ n ? v = V. 

Id, 11 y a Ft charges +q et n charges q par unite de volume, pussedant res- 
pecrivement la vitesse v* et ir, et La densite de couram s’ecrii : 



soit : 



/, — niji v' + rr(“fl} iT - nq | 



dOB 

df 



dOA 

dr 



)= 



dAB 

,N? 1 




d b* d, dP 

•f = ^ 5 s 77 



S 



car w/Mtst bier la densite voiumique de moment dipo]alre J . 

Le caltrul a etc elfectue en un point demne, it cnondonnees fisces. Commc 
l J (Mi i) depend aussi du point, la derivee tempo telle n’esi alors qu’une deri- 
vee partiellc. On en conclut done : 



DalinrCipni 



La malLtre dielectrique polarisee peut etre considerce commc du vide 
siege d'une dens ire de couram vnlnmiquc fictif , On parle de eon rants 
h£s , par opposition aunt counnta verity bles , dits Jibrev. Cette densile de 
courants lies preserve en tout potnr de la matiere dieleetrique polarisee 

s’&crit t . + 

{ > _ dF 

-♦ . dr ' 

avec P vecteur polarisation. 



B.4* Densite de charges eqnivalente 

Ecrivuns L'equation de conscrvarlon dc La charge : 

dh r /V - 0 . 

(h 

II s'agit dcs den^kes dc courant et de charges reels, dites * libres 

Si on modelise La matiere dielectrique par des densircs fictivcs, alors cdics-ci 

doivent aussi verifier (’equation de conservation de la charge \ 



39 



Ccmrs 





1. La ilUnuae par au rumps 

*si: alOd mwn null*, 

t La c vurqer te ear gen«raiemenr 
nun nulla-. 



- h 

3. On Jiirpit Hij nwir : p ( t div P + 
Cts en uitaarain I'equation. Mais 
en ftBmarquant4|ii‘tjn milieu nun 

pnl.iiii: (P p Dl rft kg thSrgn pai 

(p^ IB an prfljBTicfl dun clhsmi: 
exleriaur. il wen? natunaamnl : 
Cea = D. 

4. II n« s'igit pas rip changes 

a urdas. c*r Ir; hypo tke»s da 
I'elurie sarri pr rr dun isnlant rnjr 
c Ha rqfr. Las -diargas sent dome 
nerves. Elies tnfistriueni la 
fEcgndu pump dn I'un lies 
mndSler de la maliera didlectriqua 

5 . On uk jl ulissi demunnar 
diruclR-ma-nt celtc CKpraxiinn a 
partir du potential cree par Ice 
drpota. miu can* dirram&iiiM 

nst hars programme 

£ C es-i-j-dire renpiace. 



James Clerc Maxwell 
Oftn-WMmovrtHI IBB5I t 
pnhprunrf q .ii n'njdshiil p -js 
encore entra loutas lea Ic *s de 
i electromagnetisma en pc-sart 
lus ^qufinuns m ji purtuiii son nom. 
I a rthlieaciurt de sa Ihu-jnu sura 
Bpporiee parHa*1r en IMS 

t Dana Jet milieux 
lermma^n^iieues lies a ma-nti- 
aar uxempla). la permeability 
niagitetique paui anemdre in lie 
1c*i lu s-aleyi- da Urn TP-taurs 

* hrriinngnflismii * lr>i ilc-r:i 
de cea rr ieui mennetiquea 
dans la Mre PEI 



v* SP 

♦ Si on suppose que La densitc de couram volumique fictif j p = — et urne den- 
site volmuique p. dc charges nuLLc modeLLsenE: La maticrc dielectriquc* alors 
liquation de conservation de la charge s'ecrifait : 

~S ^ — 1> 

div L ■ div = —(divP) = 0. 

* di di 



Maws commt la polarisuliun pent elre variable ct nun unilforme , un aboutit 
a unc absurditc ; la supposition que la scute densste de courant volumique 

— P 

i e - — modclisc la maticrc dielcctrique cst faussc. 



* La presence dans ce tnodfcle d ! une densite vulurtUque de charges p r . cst done 
necessairc. L'equadors dc conservation de la charge s^eent aLors. : 

t cip_ ^ ’■ 

aivf + -zf- - 0 3 soir —(div P + p j = 0 3 

i?F df 

en tout poiriE de la Qianere dielecurique et a tout instani:. On en deduii : 

= - divl^ 1 . 



Drfinitinn 7 



La matiere diclearique polarisee peut etre cousideree comme du vide 
siege d'une densiie voluEniquc de charges ficnvcs . On parLc de e|tange» 
lives, par opposition aus charges verilflbles, dites libnes. Cette den site de 
eharpcH liees presente en. tout point de La matierc dieleetrique polar kee 
s-'cerit ; 

p p = -divP\ 

awe P VCCKlir polarisation. 



B.S* Modellsation d*un dielectrique 

En reprenant le contenu des paragraphed precedents^ on conclut : 

Un volume t de matiere dielectrique polaiisee peut etre modehse par du 
vide dans icquel on a place une densixe dc counnt volumique jr^st line 
den^ile voLumique de charges p. telles que : 

f qp 



Nous verrons dans la suite quo cette modelisadon n’est pas la seule possible 
pour traiter relcctromagnctisme dans La matiere diclcctrique. 



C. Les equations de Maxwell 7 

Dans tout rnuvragCj, 3'erude sera faitc dans, des. milieux non magncriques a 
c’esl-a-dire de permeability magnetique egale a Celle du vide gy J \ 

CA. Le champ electromagnetiquc» 

En tout point M de I’espace, 1c champ clectromagnetique (E> B) cat creepar 
Lu reunion sur L'ensembLv des points P de IVspace des densite volurtlique de 
charges p(P) ct densite dc courant volumique j‘(P). 



CfliHdtrp- Z let. flqiiatiQftR IocaI^s Hit I RlRclrnmagnrlinmr' 
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py righted material 






1 Dn peua done dire flue catte 
lores t?ient Jet denotes da 
i:l" :irij i!K *t4i C 0 Uf«riE qui gn( i:.vii 
ta chimp. 



Z. On paurra done snisrpiritei tala 
par ie M qu'un c f jh' d paur Una 
Wurt* i!b l>u[rt. 



3. C« aquations script valabl« 
dins e vide etdana luca u 
mteip et o>r wu* csrtwnts 
eondifiom. CorwemMt Ins 
d ale: L' -ul ?j. eaux-ci pouMant 
das f r np r sres natfirielles qui ll)i 
tgnJtwra i- nr [rodtlisalinn 
particuHire 

I. Ce n est sms le t« dins la 

l ail 'i 1 Hi: Il fftecliwqise du ;n: 'll 
materiel, car le 5 1 core one es du 
pain tiL :ht dipendent du tempi : 
Invlritblw d'aspflca el du Simiire 
sen alert Hies. 



Un« particulc dc <n pas^anT; en qc point M subit dc fca part des champ! 

la force de Loieniz, vuc en premiere ann.ee : 

F ” f(E + VA By. 

Les equation* de Mnir*e]] regis&enl le <*h«mp *1*otm«ntllgn*(iqi*e cnic par can 
distributions en tout point dc fcspace. 

La cunnaissance de ces distributions rend done possible la determination des 
dens. composames E ei B du champ e!ectromagn«Lqu.e, via i’utilbaiion. des 
equations de Maiwcll- 

Cts equations sunt locales ct rrlicnt ehaque champ a srs causes, mats aussi 
lea champs enure eux . 



C.2. Equations de Maxwell dans le vide 

En ]*a.h$ence de marierc autre que les charges et courants qui constituent les 
sources du champ clectromugnetiquE, les quaire equations de Maxwell 
s'ecfLvcm : 



Propriflle 2 



4ivB = 0 
divE = p 

rotE = - 



dt 



-*■ - m 

»tB = IVi + V*a ~ dt 



equfttlun d* Maxwell -flux 
equation de Max well -Gauss 

equa t ion de Maxwell - FaradLay 
equuliun de Maxwell-Ampere 



Ce sent des equations locales valables en tout point ne possedant pas de pro- 
priete fiiutericlle particullere'. 

Or constate La presence de detivees spatiales (operaieurs divergence ou rora- 
tionncl) ct tcmporellc. On peur sc placer en un point fixe et etudicr les varia- 
tions du champ electromagnetique dans le temps, ou bien prendre * une 
photo instantanee s« de 1'etat du champ electromagnetiquc a une dale fix6e 
pour eiudier ses variations en function des coordonnees d'espace. Les 
variable* d'espace et de temps, sunt done id independantes et on pourra 
imervettir Lordre d'imegratimss ou de derivations Lorsqu'elles concernem 
des variables in depend an les. 

L’inccrprcrailon physique dc ces equations permcr dc comprendre quelle* 
sont les causes (me mb re de droite) de I'cxisLence d’un champ Ijnembre de 
gauche). 

* Liquation de Maxwell-Dux indique ^implement que le champ mape- 
tique B pst it (lux conservatif. 

* Avee I'iquiidott 4# MumtU-Gautt, on constate que les charges elec- 
triques fixes [denaite voiumiquc p) sont source du champ cicctriquc E. 

* Avcc cdlc de Maxwell- Faraday, on voit que les variations temporcillcs du 
champ magietiquc B sont ncccssairenicni Liees a la presence d’un champ 
cleernque E- 

* On re tr ou vc le ben entre le champ mapetique et ses sources, dans I’cqua- 
iton de Maxwell-Ampere : la presence du champ magnetique B «i due i 
1'existence de amrants electriques (denrite j ) et a la dependance au temps 
du champ electriquc E, 



ny righto! 

Criui-:. 




to rial 




I. £ I repirna nariBble, on lea dn 
COupleS iflr ili ne peuvBiM 
penerslement pss bxieIbt 
i'un sans I'autra. 



r , fl “p! 

Pius gcncralcmcnt, on constate quc lorsque les champs E et B dependent du 

temps, ils SOOT presents ensemble Jans deux de-s equations de Maxwell . 

Liquation de Maxwell- Ampere petit elre rfiecriLe de la Itianiere ^uiv-ante : 

= *>[r± c u avcc £ = £„ ^ 



Dnfinitinn ft 



On uppcllc densite dc cnnrant vniLmiiquc de deplaccnieni l.i quantile : 




jp cat haraogtnc a une dcnsjte de enuram vniumique (A-m" 2 }. 

Le-h variations lempanetles du champ electrique E sort done source de 
champ magnetique, an meme due qu* les courama ■ vrais ►. 



C.3. Equations de Maxwell dans un dielectriquc 

On va modcliscr 1c milieu dlelcctrlquc par du vide Jans lcquel pm etc intro- 

■ ■ ■ * h ■ ii ] •' 

duitci; Jes deit-snes. dc charges n = - dtvP ci de enuram j, = — — r 

F . r th 

Les equations de Maxwell s’ecrivenl aloes ; 

i 1 0 i 

■ Equation de Maxwell-flux : divH — 0> 



. j p + p 

* Equation de Maxwell- Gauss ; dtvE = — — * 

r #. ■ [f Q, 

* Equation do Mtt xwe t h F a ra J ay : rot E = -r— , 

of 



Equation de Ms vwe L L - A mp e re : rot B - |i Tl (j + ) 4 ^ . 



fit 



2. [? vectsur sst parfois -a ppe'e 
weraur mdiicbon Bletir qt,s. 

3. tens m&me forme s'appkqua au 
widB t[ Bulk diilfiftfiquiS, fll£i£ pBB 
j Is ma liiru aimaiiSlie 



Dr- pane da ac’arjsanc-n dfis tors 
qu« Maeteur polarisation esc non 

flji 

5 . Lb vecteur p ala n s at or 
reptfiseua pnvsieua me nc 
6 b mamem dipolaira ret jlram 
qi. ds[ n,.ipsrii dans I ur< 1 fr 
da volume de 



Scules les equations de Maxwell -Gauss et Maxwell-Ampere none nrodlflces. 
Si Ton fait intervettir le vectcur polarisation P, elles devknnent l 



* Equation de MjkwcIMjiuss : divE = P + ^ ^ , 

r -*■ r — ► 

j. N t ^ ffp riE 

• Equation de M^welbAmpere : rot IB = pi„0 + “T") 4 — , 

df ul 

soil - 

div(£„E + P)=p et rot B ~ m„|; + Jh^.E + P) 



Definition 9 



On defittit le vccteur deplacetnunt cleetHque D par : 

IJ - c,E + P. 

Lei equations de Maxwell prennent alors la forme : 

Equation de MaxwclfGauss : divD = p, + 

Equation de Max well- Ampere : rotB = n,|;"+ J, 



QA. Susceptibility et permittivity dielectriques 

On a vu que Le phenomena de ptrlari^atioo consist* en I'apparirkm dans Ea 
marine diclcetrique plongcc dans un champ eLectriquc exteneur E d'un 
moment dipolaite resultant. Les vecteurs polarisation P et champ applique 
E stsnt coLincaircs ct uni mcme Urientation. 



Ctiap*tra 2 ' Lh* Sfiu.iitinn*i Iocti Ib-s: d« l'4!l«ntr(i >ri jiyn*li»:riB 
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Dcf iniiimi ifr 



L Una fltUtN plus iqDmpIfltg Hu 
ccnterim physique d« la 
susc npiiljiliio' dielactrique san 
cfio-ttue-o dans I* cadre du com 

Hr physique dp* nndes 
■!e Barc--njpr6t plus). 



1 , Lnrsque la suae eptibilm^ 
HialqdritiiS )f, du miljeu Hypp-nfl 
du champ applique E. on parle da 
diHarirlsue non knfraift. L^uda 
dt Ids m*eun; pfl bflrj 
progra mme. 



3. t ert van* dimension, 

car definia par Ip 'spur;-; ijn du>,iK 
grandeurs d? mama nature, d'oii 
son maro da permittosnrO ralaiiua. 



4. Liars- la cadra das milieux 
dillaeiriqvii*. Ill phy^icim pvui 
pinsi dhoitH dr raisonngrd pprtir 
Hu s eng -ga e at ceurant lie s au des 
equelions de M&icrtell avec la 
pt rmiciiMirp c du difieclnqu*. |I 
choiart I'wi ou 1‘aucra des mode tea, 
sans las tensidOrer an ntansa 
stmpt. 

1 . Cert? equation ast va at a 
& toil, jri dans le uida, en dormant 
flu uHCAur D son exprexxinn 
dins I* vide D - r, E. 

E On a vu qua I'ordre das 
derivations par rappan a das 
venables ir depaidares peut On a 
IrrMrwt. 



On dcfitiiL Li ski^e fpiibili tv dielectrique v sin milieu ii pamr du coefficient 
de praporiiojinalLte enire lef vecteur*. polarisation et champ electriquc E : 

p - ttS 



Lorsqu’un djeleciriquc cst homogcnc cl isocropc, or dit qtfil cst lineaire ou 
parfd.it sL na s-uscepuhililc dielectrique X iu-* depend pas du clump applique 
H , C’est alors une coral ante qui nc depend que dc la nature du milieu, et 
evcntuellement dc la temperature. 

► 

Le vecLeur deplacement electriquc est alors proportkmnel uu champ E ; 

D = ^+?= 6,0 +X)£ 



OiMimtitiii 11 



On definit alorsi pour l.c didcctnquc considcrc* la permittivite relative 
8 1 = (1 + X „) P ar rapport an vide', et ]j permittivitc* ah sol tie 
£ = e v t T - £*(l + X # ). 



On umfie ainsi lei notations dans te vide ou dans un dielectrique : 

¥ ■ > * 

La relation D = e ,E valable dans le vide deviem D = eE dans un dielectrique. 

II vLcnt alnrs unc nouvcllc model i-sanon dc Is macicrc diclcctriquc d nc tenant 
pas compte den densites de charges et de courants fivltiV : 



IJ.!.*J!:lf*l 

Dana, un milieu dielectrique, lea equations de Maxwell s'ecrivcnt: 

Equation de MaxweU-flux : divB 3 0, 

Equation de Maxwell-Gauss ; divE * £ , 



^ j SB 

Equation de MaxweLt-Faraday : rotE 3 - ~r- t 

Ut 



SE 



Equation de Maxwell-Ampere : rot B = j + £ p fi — 

St 



Pour modcliser la presence de la matiere dielectrique eit un point, il suCTll 
dune d’ecrire en ce point les equations de Maxwell dans le vide, en rempla- 
esnr la petmlrtiviTc ahsoluc du vide e ( . par celle e du dielectrique’. 



C.5. Equation de conservation de la charge 

On propose une demonstration plus fonnede de qette equation a partir dcs, 
equations de Maxwed. L’avantage est une obtendon rapide du resultat ei in- 
convenient une interpretation physique rendue plus difficile. 

On rappelle I'equatiun de MaxfftU-A lltph £ : 

rotB s Ko ; + H(1 — 



Appliquons La divergence a chaquc mentbre dc CCtte CgalitC : 

div rot B - p D div/ + i^div — ^ di v / + '^-(div D) J ", 



priaT 
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1 diwfrdtBh = V-\V a Bl, Is produiL 

Stfttnirft de V me ufl vnCtour 
qn (in dsI urthcyDiiBl i:sl nul 
Icfthapitra II. 



Or divfrot 0) = 0 ct divD = p ( MaxwcIL-Ga u s s) , iJ vient alors ; 

0 = div j V ^ . 

eft 

On a ainsi, recrouve Ikquauon de conservation de la charge. 



i On s'apercsvra dans cate pariie 
qiiH In nnrn da ulinm.ni: iIg-s 
equat'OPi da Majorell ?sF Ip mp^c 
q je celui de 3 pmpr.Stfi ou du 
[Ticcjn'ihiK -qui lUi aSSLin: 

3. On cherqhHrj ii lair? - ppnrniire 
Ilia dC'TUi £3 de ■■ ?:■ c j 
d'Q&Ira grad sky. On mtAgram dcic 
la diwarnu-rKp sur ym y^uuive 
B" ci cplculera -s Fiu» du 
rn^aSinnndl a travHra tine sydnen 
advene. 




Fig. 9 - EurFnc n 5, ul 5, s'Hp- 
puynnE sur fo rnfim* contour r. 



‘I C ast I'&qirtlMni locale da 
MiuwdTMIiu- 




F . 9 . 1 U - Si/Hg eg Ferm#? S df ngr. 
male s-ortanle fi. 



!j C'lisl pn Jr cd;i qui! I’Ofl l.i ! uil 

a put da Ipnpipc go purism du 
■ Flux magnaCgua atravarg jr 

L MImL'MI ». 



0. Formulation integrale 
des equations de Maxwell 2 

Conamc les equations dc Maxwell snm locales ct vakhles cm Low pcunt ct a 
tout inslanu dies pc uvenl die in legrees sur tin volume ou Line surface ' . 

L'integradon doit etre considered physiquemem, c’esi-a-dirc comme une 
addition d’une infinite de contributions, chacune eiani infinitneill pOtiLC. 

I>. 1. Conservation du flux magnetique 

—§■ 

1 .'equation dc Maxwell-flux (JivB — 0) cst valable poor tons Jes regimes ct 
pour tout, let milieux, Le re-sultat sera done tout a fait general. 

Soicnt deux surfaces distinctes S, ec S> s'appuyant sur up mcmc contour P 
ct S !a surface fcrmec reunion des deux surfaces S ct S ,, delimilanL ainvi tin 
volume l lip. ’F . 

Or orientc le concour P b les nnrmalcs n.. ct n\ dcs deux surfaces S, ct 
conformement A la regie du lire buuchon el la normale soriunDsr n de S, 

= Ht 

Les flux *1 ct iju du champ magnetique B a Travers la surface IS, ct S, rcspcc- 
livcment valenl : 

Ct, - B vj' dS ct 0, = #. B-ffj dS. 

Caleiilons la difference dc ces deux flux : 

dS ^ dS - 

Or n, = rr'sur &. ct i i.. - - n'sur On obnent dune : 

J | i i 

~ = JI S| frwdS + JJ S B-b dS = l^ndS. 

On applique mamienant la formule d'Ostrogradsky : 

- q, = J b's dS = HI divB dr - 0> 
car divB = 0 en tout point de r ! . 



PropriBti * 



Le flux magnetjque ii mi\ r ers une surface femuie S est nul 1 * ■ : 

^ dS = 0. 

On du que k chump niu^ivtique B est a flux conucrvatif. Le flux 
magniitiquc a trusters unc surface non fermee nc depend que du contour V 
sur lequel skpptlie octie suiface b sans licpcndrc dc la surface cllc-mLTnc , 

C'est rinterp relation au nis r cau macro scopiquc de 1 'equation locale dc 
Maxwell-Flux. 



Ch»p"ni S : Les equations l«icu «:r tie I'^lecirwniiflf'iatlsjnii 
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1 L' etude de relec1ros.la1i<siie 
nans ins dudleccriquej est Mori 
pnogr^mmu 




Rg. 11 - Surface farnfaa 5 conte- 
naral une charge lolalE 




r 



Fig 12 - Surface Bweds 5 



3 Pour ae eonvemcre que ea t en 
fa dimension ii difference dn 
pctcnHel. an paui sc rarnflmnfer la 
fnrmule infimcflsimale dormant 1 b 
cJffflrentmlle du patcrim? V i:r1 
tlBelrwfatiqur EtP=- -■ dV 



3 Du pcul uinarqnc i quo 1 b Idi da 
Parody estTespflClOfl *n 
elBclrQEfaUquB cir am a ; 
e E d/= graded,! 

= t=--dY = g 
J r 

I car l est farmel cl n = fl I car an 
dr 

«l*n regime permanent! 



I U Theoreme de Gauss 



t p 

Liquation locale de Maxwell -Gauss (divE = r ) esc jdenriquc en regime 

variable ou en stadque. Le theonemc de Gauss qut en decouR- a dure un 
caractfere untverscl. iVtaia cn presence de mariinc dieicctriquej il faut le 
rceCnrr avee le tie plate men l electrique . On le detilu-rtln: iCk dirts It vide, en 
calculam le flux du champ electrique a travers une surface fcrmec S qucl- 
Cfinque. Cette surface diihirutc nn volume T. 

Iln utiliHaru la fbrmulc d'OHtiKigradsky, on a : 



ft -- 1 



divE dl, 
R = i 



el iivet ['equation de Maxwell-Gauss divE = ■ il vjenl 1 

E„ 



Theoreme de Gauss 

Pour Louie surface fermee S delimiLam un volume t , le champ 

elecirique E verific dans le vide . 



E-dfi =111 divE dr = 



P <J T = *iin< r 



-'!% Jd/t ///■ £. 

* 

□vet q lni la charge &nm&nm duns le volume r, 

LVquarion de MaitwdWjauss «t IVasprcsaon locale de oe iheorcmc. 



D.3. Lot de Faraday H 

L’ equation de Maxwell- F&ra day (rotE = ', ) eat valable pour to us les 

, „ di 

regimes et pour ious les milieux. Le resultat sera done tout a fair general. 

Considerons un contour T sur Sequel s'appuie une surface 3 lie 1 2). On cal- 

cuEe la circulation du champ elcctriquc Ee long du contour f : 

= e. 

€ est appeie la force clectromotrice (f.e.m.) d’induciion ei correspond a la 
difference de potentieL qui apparail dans le contour. AppLiquons la formule 
dc Stokes, puis servons-nnus dc t^eq nation, dc Maxwell- Faraday : 

J faM*- Jlf *?‘-£P a * ~ t ■ 

expression dans laquelle designe le flux magneiique a iravers S.. 



Eul dc Faraday 



df 1 



ou c designe la force decEromotrice d^nducLion craversant un circuit 

fcrme 1‘ et 0 k tlus mRgnctiquc a i ravers cc mcmc circuit I~, 



Ccire lot exi le pilier de riitduction clectromagnetique, qui stipule que les 
variauons ternpotelles du Du* magnelique ii Eravers un circuit indulnenl I’ap- 
pantion d'une force cicctromotricc qui engendrc dans un circuit fermc des 
courancs appeles courams indulcs . Liquation de Miix^cJ] -Faraday cn cat I a 
traduction locale. 









13 - Surface awenE S. 



l). 4 .Theoremc d* Ampere generalise 

On cslculc Le flus de chacun dcs memfrrcsde I 'equation dc Maxwell- Ampere 

— fc 
||P 

(rotB - hj 4 £ [.I,. — — } a [ravers unc surface S non fertilise ippir mi ur ui 
dt 

contour T Itg. J 31 

Cotnme nous miliums liquation dans le vide pour un return: Ii on^nc 

tc resuhui Ti'est a priori valable que dans, le side. 

IAntegrarinn sur 3a surface S de i'egaliLe fournit : 



l En eenvane la denaitG de 
cdufini co dApIflCBmontsam 



eijIiciJlBT wn norrnni]. or. nlargit 



la demonstration auc n»*wu« 
d>-Blecbrrqu-ES pour lEsquels 



.■ r? E 

an eure u = r - ■ 
* *r 



,ic' 

in 



h di 

3 la jila-EE de jj, - r;. — pour Ie 
uido. '' r 



£ Une tails 'nranEiii peut hra 
posit^E ou negative E-uivant 
raneniaupn do a normale de S. 

iOn rapprs 'p que In -trMjrnrnNe 
dBpiBCEiripr.i ert-up courant fiolif 
t$ui usduir we scuiva-enoe svec 
les variabens temporelles da 
champ eieesnque. 



J),"* B ’ dS = HM> «* x) dS ’ = + tU' dS "l 

Four Le membre dc gauche t on applique la iortnule dc Srokcs : 

j^roiBdS* = ^Bdl! 

Dans Le membre lie droiie, on rtcurtnai L ^expression de rimunsue do ecu.; 
rarw qui traverse la surface S dans le sens chnisi pour ■ a n- ■m-. ik , 

JJ/dS = I et //^ndS - 1^ 

oil I est nntensiie du oouram ► vrai ♦ ei I p ecllc du . • • mi d.- dcpt:i- ronvu 
i] ■■ ent drtnet compre tenu de cc* rcsuhais intcrmedkires : 



Theq^limo 2 



Th^ortmv li'Ainpvrs 

-fc 

t A flux dy champ magnenque B a r ravers un contain ierme I" est egal i La 

somme des imen sixes traversant f 

£b<U = I * l,„ 

oil L est I'inlcnsiti du courant, * vrui * et l n Celle du courant du 4&p3*te 
ment ui trovers !e contour fernie T. 



Ce theoreme montre que les sources du champ magnetique B stu:' 1 Cuu 

rants cicctriques » vrais * et ccux dc displacement,, cos derniers . . - iilianl des 

1 En r * Bi ™ s *^ in JE <l ' id&pfcnd " ft5 variations ictnporelies du champ eleeirique 
du tflntp;? I n 3 0 -Bt On riHrOHlVQ 

I'ayprassion du friaorBmp 

d'Ampire uue en praniiBre anres 



E. Etude des potentiels 



% L'o|lt:lilTl! Jl V H l!l.l! dElidt flL 
c‘in;iilrn I tO. 



E.l. Pcitentiel vecteur 

-9 

L 1 equation de Maxwell-flux s'ccril divB - O f suit AVCC La notation uM:i 

f B =0, 

— * 

On en. deduit que Le champ magnetique B restc orthogonal au . ... it nablu 
V en lout point. D'apres la propriety S du prenttcr chaphrc, il cxistc un 

-- |s — K *+ — fc _ — f r- J 

champ dc vLcicur* A ic] que B = V a. A en tout point, soil B = rot A 



— fc -fc 

Le champ nmgneiiquc B derive d"un potentiei vccteur A tel quo : 

□ m rut A 






^opyrlgfiTGcf material 
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V On sfleccue le pr&dun ^eccanel 
di: di: jk vci:Li:uix Cdlifl6eir*$. 



Le puienriel vecieur n’esi pas unique. 

En cft’ct> considerons Le vectcur A 1 = A + grad Us A ctant He pmcnticL vcctcur 
du champ IB et U un champ de se&laires quekcmque. 

Cakulons k rotauonneL de ee vect-eur : 

rotA + = rwA + rotfgradLD = rcuA, car rot ( grad U) = V a i?U = 0 E , 

Done rot A 1 = rot A = B ct A 1 cat aussi un potcntdeL vcctcur du champ B. 



E.2. Potential sc ala ire 

Rcecrivotis maintenam I’equation dc Maxwc E J - Faraday en tenant eompte du 
potcntic] vcctcur A du champ magnetique B : 

► r 3B B —*• 
rot t - - — - - —{rot A), 

Bi « 

► *. 

soic rot | E + = 0 > ou ^ a [ E + 4 ^ [ - 0 , 



On cn deduic que He vcctcur 



E +■ — rcstc colincairc au vcctcur nibh T cn 

Bi 



tout paint . D’apres la prupriete 7 du premier chapitre, il rxistc un champ de 
scalairesV id que E + ^ - ~ gradV en tout point, soil : 

E = - grad V - 4^- . 

01 



Pvopriele 6 



Le champ elecurique E dfirive d’un polemic! se&Laire V tel que : 

* _ " BA 

b = - grad V - — . 

Bt 



2 L'cH. Hf des cowlilwbs deJtugn 
fiat bdi s programme. 



Le pcnemieL scalaire V n’est pas unique. 



tin cflfctj constderons la nouvellc fonctiso sealalrc V = V +/(j£) + Kj, oii/rsr 
une foncrion du temps seulement et K une constante. CalcuLons le gradient 
de cctic nouvette foncrion V : 



grad V J = grad V + grid/ + grid K — grad V, 



car La derivee de La foncrion / par rapport atix variables d*espacc cst nulle, 
tour comme ccllc dc la consEante K. Si V cst un patenticl scalaire, atom V 
Fest aussi : le potenriel scalaire rvesi pas unique. 

L’umcitc du couple (A, V) c-u rcalisce si Ton impose une equation supple- 
mental cntic A et V : e’est la condition dc Jauge. On travaillcra alors avee 
La Jnuge elite de Lorenra : 

divA + C^ — = O'. 



Bi 



3- l.prsqijt: rdi:s charges on 
COUWt; sarjrl orients 
Ibs constant de la malierei 
muaronc ealles de vide : 
permitliwtA bhigli.t; i\ ill 
permeibilite ansn'.id 



F. Etude de la statique 

On va s’intcresscr dans ocne parcic aus regimes stations Hires* e’est-a-dire 
independents du temps. Les sources ct champs assucies ne dependent pas de 
ta variable * temps i *. 

Pour cctic etude* on sc placers dans 1c vide . 







F. 1 . Equations de Alaxwell 

On reprend Lei equations de Maxwell dans Le vide* en annulant lea derivecs 
pgr rapport au icmps : 



j P 

Equation de Maxwell-flux : divE = 0, 
Equation de Maxwell-Gauss ; divE = 

E n 

« “ " fc 

Equation de Maxwetl-Faraday : rotE = 0, 

j . ■§ — ► ^ —* 

Equation de Maxwell- Ampere : rot B = ji„/ . 



L« champs som maimenant decouples. Le champ electrique E apparait seul 
dans Ics. equations de Maxwell-Gauss ei Maxwell- Faraday, tandis que le 
champ magnetique B ne figure que dans les equations de Maxwell-Flux ct 
Maxwell-Ampere. 

L’eludc de ] k electrosLuLLque et cidie de La magnetnstatique sont done indc- 
pendanres et chacun dcs deux champs peue exister en I’nbsence de 2’auire, 



F.2. Equations de Poisson 

Ce sont les equations aux derivees parrtcllcs sarisfaiics par chacun des poten- 
dels. En regime stationnalre* les potemiels sont definis par : 

B s rot A et E - - grad V, 

Lequmiun de Muxwell-Faraday conduit a E - - gradV, et en Lntroduisant 
ccttc expression dans Liquation de Maxwtll-tijiuss, il vient : 
div( grad V) = soit : 



1 . C' 6 SL r^ij JdliL fi bill -ilifi ffi 

putiinliel ^letlrusEutiquu i Sex 

nurotL 

J be n isi pas pares qu'iI n\ a p = s 
de charga en un point qua le 

tmTuhUel v efl Mill. Lus ctiaiyel nui 
l« rr^Biil pr-.iufint sp lrouvar 
■iillHUrE. 
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Equulitm de Poisson till potentiel eleetrique 

En tout point* le pmcntiel eleerrique V verifie : 

AV + ^- = 0t 



En un point oy jl n*y a pas dc charges , on a : 

AV = 0 ; equation de Laplace). 

De mamere analogue* ['equation de Maxwell-Flux amine B — rot A. 



Liquation de Maxwell-Ampere s’ecrii alors : 

rot rot A - p 0 ;** soit : jjrad divA - &A — y^J*. 



I .a condition de Jaugc s'ecnvanr en statique divA = 0, on obtient : 



3. En tpnsiderant 55 c-nordonnaer 
cartfisiennss, c ha cun? de se; 
eampraamajiatistafl la ifSire 
^ILptHjn He Ppissnn qiiu le 
p-nl nrlipl SC3 Inirc- Voir pnur rtil:i 
I'etrit.ire du laplarian dans Ip 
g na pit's 1. 



Prnpri#t* B 



Equation de Poisson du potent tel vecrcur 

En tout point* le potentiel vecteur A verifie : 

AA + M u > = Oh 
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Chapilra 2 : Les equal inns locates de I'eleLEru-ridqneLix'Tie 



cd material 







M 




I ii| U Scjrce-i du pelmrtirtsn W 

1 On ru!ru-jvp I'-fixp- i:hkii:>'i tin 
P(M?iibBl pub «n premiers ann&e, 
•mi ! otrtenue & pathr des 
^qfuilivd; do MwwbI! 

1 || jwHrtite rpmpliccr — p*r p, 

^1 

pour avoir is momi equation 



3 Cfl rtEnlrat p-ei.1 elrr ytmerHiixi. 
InrsquB !bs couranls sen* 
id jrnanlB len utilisont pa r asemple 
Its caorflennits c^indnqqMl, 

On 1 cnnstntn qnc li: pntintiol 
vscSour a des liqne; de ohanp 
Ukirnama*. sum 



eTmi 




Flp 15 - Sources du champ <dlec- 
criqua er M 



4 Or pnand lo qradient an M aprfis 
avoir sormd Eur let palms s , la 
dinvea tifi pint dcifl< x appltqirtr 
suf Ire eooriJpnniBs do P Le 
cnlc ill -Bst roaliEBblB meis r'a oat 

d’interel physque. li n'estdonc 
pas drtmlk. 



F. 3 , Solution des equations de Poisson 

La resolution de I’equation de Poisson est mathemaiiquemeni campliquee. 
On admei le resuliat suLvant : 




Le pvlenliel Vl'M) solution de ['equation locale AVi’M) + I - 0 

s'ecrii en fonction de ses sources se trouvant aun points P d'un volume t 

(fi« I4i t 




De mantere andogue, les composunies selon Its dtaetdons Ox. Qy et Os du 
poientiel vecteur A VerifierVl leu equations de Poisson 3 
AA z + ^ = 0 , AA. + iij v = 0 , AA_ + jy, = 0 . 



Lei SoLutions fi’&criveni de maniere analu-jjue : 

A (M) - ^ J]J -^dt J A i (M) = ^|fj r ^dt a 

A 4)t J-W PM * 4it fit PM 



« A.(M) = 



.•■P, 



■Im J |-.-r PM 



dXi soit one expression giobale : 



Lot 2 



Lei de Biol et Suwt pour k polemic! vecteur 
« 

Le potGtUid Vedelir A cree ttl un point M par unu distribution de courant 
volumiquc sc tmuvant aux point? 3* d‘un volume T Vecru ; 




On Constate que Et len courants gardent une direction fisc (j rat dm^e par Le 
rnemc vecrcur uniTasre pour tous les points P de respace),, slots le pocemiel 
vecteur A ptissede cetie directum : il esT COlitliitrc n scs wurccs . 

F. 4» Obtention des champs 

Au point M oil le champ existe* te& relations enLre ehamps ct potcntiels font 
iniervenir Le& opcratcurs gradient et rotaciomielL La derivee ipatiale esi efTee- 
tuee par tappori au* eL'j['rdi>nnei;s Ju pciirt M, C'est «n cfTtt auteur de M 
que Ee champ est calcule et peut ^vemueUcmcitt varier, 

En appLiquant La relation H - - ^rad^V , on retrouve La Hof d« Coulorttb 

(%• 15) 1 




avec Le vecteur umlaire purte par Ee vecteur PM. 

L'cnwriblc dcs proprictes du champ eLecinostadque est done contenu dans 
les derut ecuLcs equation e Itvcalcs (ic Maxwell dim ies-queLLes il appatalt. 






Dc manicrc analogue, le champ magnetiquc eat obtenu grace a la relation 
B — rot,, A et permet de retrouver ll’expression : 




magnacique fin M. 



Loi dc Hint ct Savart pour ic champ niaqnctiquc 

Lc champ magnetique B crec on un pram: M par une distribution dc cou- 
rant voliutnique sc trouvsnr aux points P d'un volume i s’ccrir : 



B(M) = **■ ... 

-In "jpet 



J (P) A « ,. M 
PM 1 



dr. 



On peut simplifier cette intcgrale dans le cas de cuuranls fiJifonttes (le 
conducteur filifbrme eat orient? dans le sens du couram J (fig. t ) : 






di a iy s1 



4k Jpq PM 2 

Lknscmhle des pmprietes du champ magnetiqur e*t done content] dans les 
deux seules equations locales de Maxwell dans lesquelles il esc present. 



G. Relations de passage du champ 
electromagnetique 



! tlr ;i v.i B-n prnmmrE inrci: la 
difticulte pOU r BtrirB c ha mps 
sur i. ie syrfacB c-h argse du 
parefi jiue par un LouranL 

2. On exclua care de reiude, 
uLyibni' cm' ei'’ i u programme, 
Ibs miliBUK d<elnctngues. 




Fij). 18 - Lbs duuis i^rm espiiees 
O ar 4 sspirta pgr !a surfaces g. 



Da its Its equation» de Maxwell n'apparaissenT que dcs densices de charge- ou 
de co uniats repardes dans un volume. Lorsque Le modele des sources du 
champ impose que ces charges ou courant* re soienl presents que sur des 
surfaces, on nc peui plus appliquer lea equations de Maxwell . 

Ijcs champs suhissrnt slurs des discontinuites a leur traverse?. ILs re sort 
done plus derivable* ei Les equations dc Maxwell dotvenc cere rcmpkeccs par 
dcs relations dites * dc passage * qui exprimenl la discontinuitc du champ 
eleetromagneiique a La craversee d’unc surface chargee a vet unc densite 
su perficiel le cl ou parcourue par un courant de densite j s . 

On se limitera, dans cette etude, au vide ou aux milieux qui possedent les 
memet constants* materielles G n et fi M que le vide . 

On considere une surface 5 separam deux demi-espaces O et 0 qui pent erre 
chargee -ou parcourue par un courant fig. 17). On s’intere&se a un point M 
de cette surface, et attx deux points M, ct M, de pan et .i'aurre dc La surface., 
p ruches de M et disposes sur la normale c’z a La surface en M orientee dc M 
vers M .. On appcLLe m* . le vectrur unitaire porte par la droile ,r'r et de 
meme sens. L'objeetif esi de faire tendre M, et M, vers M pour les assimilcr 
au point M : tin met al-nrs en evidence la discontinuite du champ lots de La 
traversee de la surface au point lM- 

IjCS indices >4 etT designeiunt respeclivement la compouate normals Ct une 
coanposante tangcntiellc queLcnnquc d'un vectcur i la surface. 
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Rfl. 1ft - El^merii de volume 

a-iiLdin du paint Hei 

I- La sttnun-itwrun con[i?n| que 
tnjia ternas, rhacup Btard un 
ircfimment peli:. 

Z. U cFinmp alcctriqua na prut 
jama is- latre TfWii n ar : e : i 
aignitarwtuna fares de Cnukimti 

inlir ■ i! (umr l r " annriizj 



© 




o 



Ti|. 19 - i* 6^ l li 

travcrsMC iTvr»H suilace chargfie. 

LLIMMim EjM.I 

u .u * 

r< tj|M| Hbn cQMj. 



c Les cnees tan ■= lh l rangentiels 

A In Siir 1 $£fi $. 



Z* 

*: i 




F i : i 2B - Element db surlace 
BLflDur du pamt M E S. 



G U cine ulelian Is leap Ja d«ux 
colts perpcndiajleires 3 Is 
JurfBCH 5 ust milln, piiraquc 
CfliiK-Ci cnl jirw longueur qm 
t'ai'nij e, | E|| rEscarntflni 



G.l. Champ electrsque 

(j-lil- Composante nor male 

On imagine un element de surface dS de la surface R* et un const mir une sur- 
face Ferincc X cylindnquc de generaincc z 's et de base- dS centred sur M. M, 
et M. sont let centres ties bases du tyliildre £ . i , 

On ua utiliset la formulation integrate de ^equation de Maxwell-Gauss. Tout 
d'abord, on caEcule ie flux du champ etectriquc a t ravers la surface j'ermee £ 
ctmsideree : 

$- J s-dS = E(M.)'(- n^dS) + E(M J ) , (n ( _^,dS') + [f E-dSJ. 

I^prsquc i'nn fait tendre la hauteur du cyllndre vers (1 (M, — >■ M t’f M, — S M)„ 
la surface IareraLe du cylindre dS, M tend vers (1 ec> commt | E reate fins j I'm- 
tegr3.lt: H'dS.^ tend vers Or 

Le flux detdem done : 

* = [£(Mj - B(M l )]-V u ._,dS, 

En vertn du theoremc dc Gauss, ce flux va lit : 

* = iuL = ^dS 

£ P 

et on obtient finakmem, au voisinage immediat du point M : 



Ffepti-eit m 



DiHimiimiitv de hi cnmposiiinte n ontjul o du champ elect rique 



[E, — E^n^j = — * OO bied 




C'cst done la condition dc passage pour la composantc normale do champ 
elecmque lots de La traverses d'une surface cliargce. La composantc normals 
du champ electnque subit alors une discnntsnutEe. 



G. 1 . 2 . Cnmposante tan^cntiL'llc 

On Lmacine durenavant un contour T £lemenlaire rectartgulaire aulOUT du 
point M d dont les edtes sort son par&Hclcs a la normale tf._ ^ A la surface S, 
soit perpcndiculaires a cetle normalcy et ont pour dimensions respeClrves d/ 1 
et di fig. 2E)). Ce contour T dellmite une surface 1" entourant k point M, 
On appelle u Ee vrereur unlrasrc dsrige dans la direction r r des cores tan- 
genticls a la surface S. 

On va utiliser la formulation integrale de 1 'equation de Maxwell- Faraday. On 
calculc alnrs La circulation C du champ dcctriquc le long dc ec contour I , cn 
fatsant tendre dT vers aero : 

C = (^E'di 1 = E(M t )■( t^d/} +■ E(M.) ■ (j 7 d/j . 

D'aprcs I'cquation de .Maxwell -Faraday t on a aussi: 

C = f r Edr= /(rnE.JV - - \l f df - 0 . 





1. Cm •admei tue 




resi* I 'll. 



h 

. JJL 

Biw,i 

z<S 


■ 

% ° 


M ■ s 


. V 


Ld-- 

Mi o 



Fig. 21 - Element de volume 
auteur du p«ini M <= S. 



2 . On 54it qup le i J>; cu dump 

mngnfcliq uu A !raven IxjlIu SuiTaiM! 
Formes nst nul IdD-U- 

3. i.h champ ma ar &L ]l t rm peut 
jamais £Ere imflni car caci 
aiy-iil er»n Mtfvt* d* L«liei 
irffirtw iVoir I™ anneal 




Fig. 22 - Element tie surface 
auteur du pjn'i M 4r S. 



4. In cotes sent nldrs tarvatmijels 
a la surface S. 

5. Lj circulation c long des ceuc 
aulres cords est ni*tta. pmsqne 
Ceu^ci mil uha longiNur qui 
sain .He. B i retfent Rni 



car la surface Y." du contour deviem nuLLe 1 orsque La dimension de L’un de ses 
coxes devi^m nulle , 

Final emeriti avee Jc* mcmcs notations que precedetnmeni, on ubrient 
(E, E,}n/ — 0. Comme cc raiisonnemcnr est valablc pour lout vccieur «' 

tangent a la surface 5, on obxient la propriety suivante : 
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Conservation de la competent? tailgCimdle du champ eleCLrique 

fF^ - E,J A H ll4j = 0, OU 

j 4 = i ^Jji 

On parlc de conservation de La t-omprssante tanfjentiellc du champ clcctnquc 
a la rraverscc dc touxe surface, chargee on non. 

G,2, Champ magnetique 

fiJtl. C oni pots Lin te nor male 

On reprend la surface ifermee imagines dam; ]e psragrsphe G. i.l (fig 2 L1, 
a tracers Laquclle on caJeule Lc flux du champ magnetique- 

* = jf^-dS = S^dS) + +E dS) + £. B-d<, - O'. 

Lorsque ]"on fait tendre La hauteur du cyLindrc vers. 0 (M — * M Cl M 2 —*■ M), 
la surface LiiteraLe dS Ui du cylind re tend vers 0 ct, commc j|B|| restc fini a rtn- 
icgraLc || ^ E-dS,^ tend vers 0. 

On obxient finalemenx, au volsinage irnmediai du point M, La propricte sui- 
vante : 
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On dit que la coinpnsanie noraule du champ magnetique resie comervee 
Lots dc !a iraversee dc tOUtc surface. 

G.2.2. Coxnposaxife tangentielle 

On imagine fc mcmt contour elemetitaire 1“ rectanguJatre autour du point M 
qu’au paragraphs: G. 1.2 ' 1.'. 22 . Les ccsteii sunt snit paraLJeLcs a la nomtale 
a la surface S, soit perpcncUculalrcs a ccxxc norm ale, ei onx pour dimensions 
respeciives dJ' ex df. 

On appcLLc i/ lc vecreur unitaire thrige dans la direction s’* des coxes xan- 
geniiels. 

On va utiliscr la formuLatinr intcgrale etc Tequation de Maswell-fluK, On cal- 
CuLe alofS Lu circuLation C du champ magnetique lc Lung die cc contour, en 
faisart tendre di” vers zero ^ 

C = £jf-df= U d/) + B(M 3 Hw r dfl . 



ChapirrE 2 : Xus B^ualicn# dr I'rlectramagnElisme 
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En utilisant [“equation do Maxwell-Ampere, On a : 



1. Onadmetfloe — rgstslini. 



2 Voir le paragraphs M de ce 
iYi(ttie (hapitrt q*ii duniir la 
definition dgs-courartsde surface 



3. U champ i , :lci:rri.ini;i.jiieliqiir 
4ilnutl#nt U'U! diBc-aminuitH, 

If i dirfufces apaoalss du eiiamp. 
na sani diis Ian p us d&rmiei. 



C - cf B'df- jTrotB'dr, 

L 




On annulc progress] vcment d/“ : la surface E' du contour deviem nulie car la 

dimension de l'uin de ses cores devient nolle h et le flux JJ^u^ -y^-dS* a^an- 
nule aussi . 

En revanche, si ]a surface S est parcourue par des courants de surface de den- 
site j v ill n n- I’miensit^ dl du courani qui inverse la surface X’ nc s’annule 
pas, die vaui alors : 

{[./dr - dl =j^. dL, 

ou u... designe le vecieur uitiiaire normal a la surface X 1 et orienie contorme- 
mcnr au sens positif choLsi pour calculcr La circularion. 

Dans ce cas de figure, on a u^, — u ' , et dl = jr f dl. 

On obtienL : 

A - = M 0 > w dt 

o kb, - b ; ) a r;j > = m*v- 
Cette relation se generalise en : 



Propwiete 13 



EHscontlmiiie de la eomposnnie tangcntielle du champ niagnittque 

(B, - B,) a n^ t = MoX- 

Cest la condition de passage pour La composame langeniielle du champ 
magnetique lors de la iraversec rt’unc surface parcourue par dcs courants de 
surface. La compoaanle tangeniielle du champ magnetique nubit alors une 
disconcinuitc, 

G,3, Conclusion 

En premiere annee, on a vu qu'il etait diflicile de delinir chacun des champs 
cleciriquc et magnetique sur unc surface chargee ou parcourue par des cou- 
ranis de surface. La diseondnuite du champ avail ete eatpliquee qualitauve- 
ment. 

L'etude preccdente esprime cctre discontinuite de maniere quantitative. Lots 
de la traverse* d’une surface, lea equations dormant les conditions de passage 
du champ clccrrnmagnetiquc rcmplaccnt l« equations de Maxwell qui nc 
snnt plus definies sur la surface . 

Lea conditions de passage sent done des equations Locales * de surface «, 

La proprieie 14 syntheiise les relaiions de passage : 



P rdfiripsl4T 14 



Diseuniinuit^ du champ elveinomagn^iique (E, B> lora de la tra- 
versec d*unu surface de caractcristiqucs (0, j a ) 

f ^ " % * l " a 

1 4 * -¥■ 

I. B, - B, = p D j M a 



Copy ng&arf 








H, Approximation des Regimes 
Quasi-Stationnaires (ARQS) 



1. Cn-la puui 4174 missi au 3nmi n(f 
I'nn Bfi rnesurB las e+fstE- 

l. Ij- coura dr: pt^saiiu* das uiidci 
de c ece Brm£fi «n Bppane la 
dsmcmstrntian 



J. Aiicnn r&ulUE precis fl'fra 
r»ch»Brtti$ r mais seulenent uns 
MBUur corrects dans das 
uariBbarrs dun lactauf 13 
Igrand* [ 1 1 1 ■ - 1 nni:e| 

4. Sn-ils les crmirls 
hvparf riquenc e s ns varifiant pas 
r'Bpprosimjiion desitats quasi - 
mucnnairei. Las Bmaunraa 
pBrBbfiliiiuex.. par l ■ i:ir:ili: 
Icmcljenncroi rins fr^quEnt^ 
da qualques GHz at ns vdrrliant 
pas I’approdmilion das pears 

ilLidsi sLaLtirtia 'us, les BnuiKiBS 
dp- rncnpliDii dcs nnilps radiu 
i FM » nnn plus, la frequence 
Btard da Tordire da 100 MHi. 



H.l* Definition 

Lg champ eJettromagiietiqur mesure en un point M a unc date r a etc cree 
par SCS sources, ies charges tfl les COurantS, presents en des points P genera- 
Icmcnl rektivement loinrains du point M d'nbscrvatsnn, 

Le champ elec[romagilelii|ue est tree en P et se propage jusqu’au point M 
ou il esi mesure . 



La propagation du champ tdeetrunlagn clique s’eTfectue a .n vite--.se 



1 

V t'i i"p 



= 3 ' 10 s mrs 1 * dans le % r ide ou dans un conducteur. Lc champ 



clcctromagnciiquc a besciin. de la duree f PM - — — , pour aller depms son lieu 

c 

de creation P jusquku point M oil on mes-ure son action. Les variations dcs 
sources du champ an point P lie stint done pas rrsacntics iramcdiatemeoT an 

point Mi mais seulcmcnt aprcs la durcc j pu = ^ . 



Definition M 



On appelle upproxinidtHm ties etats quasi-stadonnaircs (ou ARQS 

Tetude de I'electromagnetisme dans la limits ou les temps de propagation 
peuvent ctrc negiig.«- 



SoitT unc durcc earactcnstiquc dcs variations temporelles dc'- densities de 
Charges ou de COUItatS (T est par cxemplc la periodc si Its den tires sn-nr 1 tnu- 
soTdalcs], ct en consequence la periode du champ cleciru-niagn-etique. Soit D 
une distance corrcspoodant a i'cxtcnsunn genmetrique *HI geograpllique 
P, pique du di&positif. 

L f approxirratitm dcs litats quasi-stationnaires cst done vqloblt lorsque ’ 

P VI 

— 1 — « T* soit D « cT 

c 

On constate aloes que It champ clccrromagneiique s’liablit instaiuane- 
ment i noire idltlle de mesure du temps., 

En electrlcite* lc circuit d’une habitation a une longueur done rordre do 
giunckur e&t D = 30 m 1 , L'approximalion des cuts qua.M-slatidnnaires est 

vaiable si T is* — , soit T » 10 7 s, ou pour une frequence corr-espondantc 
1 f 

j = — « 10’ Hz = io MHz. Gela csi toujours lc ca-s pour ies circuits dcc- 
iriques classiqucs . 



H.2- liquations locales dans FA.R.Q.S 

On se piuOe dails Le vide, ou bien, torsqu^il y a des charges u-u des counantSj 
dans un mLLieu marcriel donr les pcrmitiivixe et permeabilite absotues som 
cclles du vide, respeciivement E fl et fi ir 

boit I> la distance carscteristique dcs variations du champ electromagneuque 
SUT I’etendlie du dispOSilif, etT une duree cariCUfrislique de ses variations 
LempcsrelleH. 



Chapitre 2 : Ltia eeuHl oris lucaiss d« IXlMiCramaan^tiBAie 
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1, r*tuhm^r*<it n$s[ 
rEiharcfiE. mais EEulEnEnrt. jns 
nateur carrecie d=i<5 das 
vanitrawd'un Incrtur 10 
Iqrande tolfranceh 



La derives du champ par rapport au temps rcvicntj cn ordre de grandeur, a 
divisor par sa durcc caractcristique T de variation. 

■ ► ^ 

Sl s par cxcmple, 1c champ electrique s’ecrit E = E u COS((Uf - kx ■+ <p)M, et a 

pour amplitude IL, alors — - - wE„sin(wr - hi + 0# a pour amplitude 

_ 1, dt 

p p 

wE a - soir -cn ordre die grandeur . 



De meme, une derivation par rapport aus ooordonnces d'cspacc rcvicnt a 
diviner par la distance D caractcrisiiquc dc I'ctcnduc du disposirif sur lequel 
le champ varie. 

H.2.L liquations de Maxwell. 

La demarche prccedente nous permet d’evaluer Tordre dc grandeur dc 
ehaque terme des. equations de MuevkIL 

L'equaticin de Maxwell-Flux n'appOrte rien. 

* P 

L’equation de Maxwell-Gauss. (divE = ■ r ~) donne : 

D E„ ' 

Ellc nt donne que le lien entre ^amplitude du chimp electrique et Celle de 

sea sources. _» 

► * 

L’cquariop de MumU-Faradiy (rot E - - — ) devnne ; 

E. _B 
D T ' 



Gene relation sndique ainsi le rapport dcs amplitudes dcs champs. 
L' equat inn de Maxwell-Ampere s’ccrit : 



— ► — * — k r?fc 

rpiB =pj + e (1 p 0 — . 

l_ — h 

Calculous les deux ordres de grandeur 1 1| rotB|| - — ct 

Le rapport dc ccs deux termes devienr : 



dE 

a? 



SJV 



<*E 

dt 



I rot R 



J_ E 

c 2 T 

D 



iy 

l‘T 



« 



lj car D « cT- 



c 2 T ’ 



Ccla signifie que Fori pent negliger les eouranre dc dcplaccment dans ] 'ap- 

proximation dcs ctats quasi-stationnaires. 





f pmprirtf 1 1! | 






Dans F approximation dcs etSEs quasi-Statioftilflires, les equations de 


1 On rsmarqui la pf^swee e mi 


Maxwell s’ecrivent 


• 


Isrmc rln riAnvcn par rapntu! an 




— * 


Icrnps : I'AROS cpmpjpond 


Maxwell-flux 


divB = 0 


ragimes lorHnirrfri variables dons 
Ib ib Tipi at certainement pas aux 


Maxwell-Gauss 


divE = 


regimes BtHtsqiMB. 




h 




M axwrll-Fa rad ay 


rot 1 - — 




At 




Maxwell-Ampere 


► ‘ . > 
rot B a fi n j 





H.2.2. Equation de conservation de la charge, 

I. Drs rappella qua = D. Si on prtftd La divergence de Teijuatitui de xMaxwell- Ampere dans P approxi- 
mation dcs etuis quasi-srarbnnatircs , on obtiem : 




Fig. 23 - Fil itoctrkniH, 
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Dims L'ARQS, 1 equation etc conservation dc la charge s'ccmt : 

divj - 0, 



L'equaiion Locale de conservation de la charge n 3 est compatible avec le-. 
equations de Maxwell dans Tapproxirnatidn des etats qun^i-sr.itionn urcs que 

■sL p-eui cere neglige. La densite de eourant a ime divergence nulle, ce qui 
dr 

la rend a flux consenmtif, Ainsi, chaque portion de fU £lecuiqu* eat on 
Lube dc etmrant, J^intcnsite du c our ant a leaver a chncunc des deux 
sections hi in erne. On etudir ainsi Line surface cyliindrique tennee S 

dnnt la hauteur cRt formec par la paroi d^un 151 elccirique ci Les. bases par des 
sections 5, ei 5, du fil (fig. 23). On a alors : 




H vient done : 1, — I.. 



i T** * I/ Sl v ds ' + * JJj ds '> - -i. 

eL : jj^ /■dS = |Jj divjdt = 0. 



On demontre dc la meme maniere la lul de* maiUes : la somme des Lmcn- 
siles part an t d'un mend (que I'on a entoure d'une surface fcrmec S j esi 
nolle Par Le mime rabsomiemeni que precedemtnent (fig. 2*3 , on ubtient r 




II vient dune : I. + 1, + I, =0. 

I J > 



I. Effet de peau 

LI. Hypotheses 

On sc place dans un conductcur^ dans Lequcl cst suppose cxistcr on champ 
electromagneiiqne [E t B). On ne prend pas en compte les sources de ce 
champ, que I'on mnsidere com me suffisammenL eloigners. 

Le milieu condueieur esi suppose posseder les tnemes consented que ccllcs 
du vide : permittivite absulue et permeabilite absoluc ll . 
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La. relation caructerisanl un milieu conduct? ur csl la loi d'Ohm locale : 

/= te, 

z. On i>j» r*fii*ogu tirtrt If mm , . , 

Hdu milieu « candudvur * ot c*lui ou 1 designs la denote de courant ralumiquc qui apparaLt en presence uu 
du sa c&nstii^iu ronsitiuiiv* champ electriquc l- et y unc constantc appclcc conductivity dn milieu 

* condueflwufl •. (en S'ffT 1 )', 
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1. La eanduccrtite pent 

dn l| frijqiieiici: flrvlris haute 
itequtmeu 'con- sir r. da 
transparence UV|, maia une telle 
eiuile cd hers preqrsmrm, 

2, Er bleccranacnensnc, on 
n^tedis pesies ahHsdeis 
temperature, auefan suppose 
invariable. 



I I 

EfP^coJt 
■ ► 

vnde h 

U, , , 

— «- 
4/ 



conducts ut 

/ 

Fig. 25 - Champ HlecCnqua E ainu- 
soidal dans la v>de U? 01. 

J Mats sutHsemnartlenternanl: 
variable pour que I'AHUS resit 
wbriMa. 



4. Voir dens le chupirrp I, i Gl. 



i U type d'^qualieti. CtMWKtt la 
lepUnen pi in d^rivaa pramiate 
temporalis, asl appall ^ equation 
da dittusion *. Dn la rerrauva dans 
qn grand fl&mbte tfaulrts 
don- ninps da a physique. 



Oil Suppose que La conductivity y est une COnS-tante ree]]4f dortt In valeur' nt 
depend que du milieu et de la temperature . 

Commc des courants volumiques sont presents,. Les courants surfadques 
seront absent? de notre problems 

On suppose aussi que S'etude csr cflfccruec dans k cadre dc I ‘approximation 
dcs ncjpmcs quasL-statinnnaires, 

Le milieu conducteur uccupe Le Jcmi-espacc s < 0. Un champ clectriquc 
unifurme et sinusoidal du temps regne dans ]' autre deim-cspacc vide s > 0 

{HR- 25 ) i 

z > O s e) - E„cos((*) u z , 

Le- but de ce paragraph? est de determiner ! 'evahitian du champ ekctrarna^pietique 
dam la motion cemductrice, er i re%rrne variable * etabli y } c'est-d-dire sinu.wi'dai 
farce \ 



1.2. Equations locales 

Dans le conducteur,, le champ eleclromagnetique (E, B) est regi par lies equa- 
tion suivantes : 







Maxwell-Flux : 


divR - O h 


Maxwell-Gauss : 


divE = 






Maxwell-Faraday : 


“Sr- 




h- > 


.Maxwell-Ampere : 


rot B = ji, j , 






Loi d'Ohm : 


j = yE, 




-# 


Conservation de La charge : 


divy= o, 



Dans I' Approximation des Regimes Quasi -Statlnnnalres, on peui remar 
quer que la den&ite p volumiquc da charges est tmlle dans UH COndtlC- 
tcur. En effet ; 



= c u divE 


(Maxwell-GauSs) 


- L ' db' i 

y 


(loi d'Olim) 


= 0 


(conservitiiDD de la charge) 



On se propose maimenanL d’eiablir ] 'equation aux derivees particles satis- 
faiic par chacun des deux champs. 

'b 

Pour trouver 1 'equation satisfaite par le champ clectriquc E, on utilise la for- 

muk d 'analyse veetorielle suivante' : 

rOt(roiE) = grad(div E) - AE, 



que t a un transforme en utilisant Lcs equations de Maxwell. [L vient : 




Or p = 0 dans le condueieur, il vient done : 



AE — rot E 
dr 



0 , sort AE 




o\ 



uopyrig 






En VLiurdunilecs carlesieiWes, Celle derniere equation s’ecril ; 



iix- 




r —Jr 




Cpmimf k disposiiif esc invariant dans touts translation de dirsctions *** ei 
y’y, on on tlQckm quo I e champ no depend pas do ecs variables, ri resre ainsi : 



S 3 E 3E 

d* 1 ' " Mc,Y a* 




Une demonstration analogue montre que le champ magnetique B salisfait 
oeiue mo me equation. 



1 . La dAiii la rniliAu 

: i: ii:.ii: :m .11 64 ! . :il'i i:-: ■ i; ■ Ctilui 

'Ll ii: I* vide i::n t'dlt I’adion It 
C9 dernier qui Flit ;i|' :i.:' nil' i: H> 
ctamp dans la : c ic .>clBtir 



1.3. CaleuI du champ 

Trouw la solution generals d’une telle equation cn impossible. Mass en 
regime sinusoidal force tctahli)»et grace a rutiiis^don des complexes liqua- 
tion pourra etre simplifiec. 

El&hl donne que le champ Ei teste une fonction anusoMale du tempi, oe der- 
nier -s’ecrit cn notation cnmplcxc : 

E - ii , 1 . 

•■H? ftz) tsi une fonciiuri cunplae de ; a determiner. 

L'cquaikm devtem : 

r> ! E ■ ( ff 

-gjf ~ k.yAiE ” soil - Vtfjvif* 0. 



?, Lbs cnnEtintHS sent c-ompluxes, 
oi iicsdiiit done cai' 5 ifl corps doE 

CDrtlpfiHXfeS. 

j t J nBCBSsairamBnl un 
ctHTuiitM! ear son carte est un 
imagmaira pur. 

I En eflar. 

u 1 - h : t u a ' ^ = 1 v 6 ' t. 



Cent uric equation diffcrcnricllc du second ordre i unc sculc variable ei £ 
ctwjfificienlE constants " du type : 

frf ... 

. - or /= 0, twee s- = n,Y '« ■ 

La -solution generate cn est : , 

+ fie ■*=, avoc £ = (1 + jf) BhEft. 

Le champ cleccriquc s’ccrii jilors ; 



El e 







E =Md &■*“ w' ~ (Ae^ + fie- l ")e m m f t> soil 



5 La eohswita - 

hnmngiling i unc 



I 2 
\ Hrf’" 



L",\ 



longueur puisqua rargumard ■■ ■> ■: 
eKpononualle doit atra = =c = 
dimension. 



E - ff-Tl e 1 " 11 :< ■ At: 






K?'! 



+ fie 



-P*P 



yff, 



e' 



»r 



En ptreant A = Ac- 1 f -, fi — Be jW tt = 
esidotie: 



MB. 

V a 



7 

j rexpre&siuii du champ reel 



r • -I * . 

E(> < 0, 0 =Af* cos(wr + ^ 4 Be 11 C0s(«N 4 v)«,. 

Les corsstantcs recites A ft B, ainsi que tes phases ft y, reslent a determi- 
ner grace aunt conditions aux limitcs. 

Lc milieu cooduciecir occupe le demi-cspacc s < 0, ct Sorsque z — l- — w s lc 
second terme du champ devient infinime nt grand. 

Lc champ elfCtriquc ne peul pus devenir iniltu, done : 

La coodliioo B - 0 «t derne atefitnlre. 

II tcsic a ccrire la condition de passage du champ electrsquc tors de la tra- 
versee de lu surface z = 0 qui sep art It vide du conducieur. Le champ elec- 
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trique nt dirige scion x 'x, il est done tangentiel et il est done CtUUCTVi lOfS 

de la traverse de La surface : 

+ -+ . 

E(z — 0% i) = E(z = O'j r ) , a toute date r, & 0 U : 

E^cm (m) j/, = Ae s cos(tu( + “ + op)^ c/ = Accs(cur + *j>) u \ . 



On en deduit : 



A — E n et ip - 0. 

Le champ skerir enfin ; 

E(a < Oj r) = E ll e'’ eos(<ut + “rjw'. 

A une date ( fixic, crayons la courbe donnani les variations de cn tdnetion 
de z : 



-as y 


Lceslvjil) 




— 0 





Fig. 26 - Variations da | E|| dans ta canduetour &n FonCtidn (to l» prefendsur i 



La courbe ce-L en fait un Cosinus. envelope par UDC expOlieniielk * dCClOLS- 
same * lorsquc l h on s'mfixKC vers I’mtcricur du conducteur. Lorsque la pm- 
fnndeur attesnt 56 (on a alors a = Sfi)* l 1 exponeiilielle.-enveLoppe vuut 
c 1 < O h 01et on pent eonsidwer que le champ esc devenu nul : sa vaEeu.r cat 
infericure a 1% dc la valeur (maxim ate) qu'il avail a La surface du tonduO 
teur. 



□clinician 13 



On appelie cpaisscur dc ptau la const ante 6 — — - — , homagcne j une 

\ M„1W» 

longueur. C'esL hi prufondeur Caractensliqcie de penetration du champ a 
nnwrieur du conducteur. 

Les resultacs som identiques pour k champ magu clique B et la deusitc de 
COUrant voluiruquc j = yE qui verifient la mcmc equation que E-. 



1 . 4 . Modele du conducteur parfatt 

On conducteur eat d'autant meilkur que sa conductivite y est elevce. Un 
conducteur parfalt possede done une conductivity y infiniment grande. 

L’^paisseur de peau S = J — ^ devient alors nutle. Le champ clectrique est 

ators mil a Tinterieur d u conducteur, tout conunc la densiie die courant volu- 
mique j = yE et le champ magneiique B. 

Enfin,. ^equation de Maxwell-Gauss divE = donne p = 0 a Vinterieur du 
conducteur. 
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Un conductcur pariait sc caracicrisc par uae eomiuctlvlK y infliii- 
tnem Rt-iindc 

A rintcncur du comlucteur part's it* La deimie volumique de charge* p, la 
densitc de coumt voluittique /> ltrs champs electriquc E et magnctique B 
sont nuts, 

Lorsque fepaLsscur de peau $ csr foible dcvam une Longueur earacteristique 
de l’cmdc, slots on peut comiderer le conductrur cum me parfait. 



J. Etude energetique 



J.l. Puissance fournie aux charges mobiles 

Soir une charge ^ possedani la vitesse t et plungec dans le dump electro- 
magnetique, Cette charge subit la force de Lorcntz : 

F = q(E + t |F a Bj. 

L^a puissance de la force de ljf>renTZ vaUT done : 

p a FV- 

Considerom maintenani une distribution de courant volumiquc* a vet unc 
densite p" de charges mobiles, doni n esi Le tiombre de poneurs de charge par 
uniri de volume, Le tlOrtlbre dN de purteurs de charges mobiles de valcnir q 
compris darts un volume dt vaut dN - udt. T.s charge mobile de ce volume 
s' cent alors : 

d q — (jdN = pnjdT = p'dr. 

La pmssance dp cedee auji charges mobiles du volume dl vaut alors i 
dp = dgE-t' = p’irEdt = j ■ Edl 
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Lfl puissant volumtquu hi force de LorcnlE c£dev 0 la muliere 

df 

par i’ondc clectTomsLgnettquc vaut 1 

dp - i? 

J, =' E 



Cette fortnule s J applique aux milieux conducteurs. Dans ce cas, comme la lu-i 
d'Ohm dome j = yE, il vient : 

^=rf=iE*io. 

Mais cctte puissance nc peut etre emmagasinec dans ks conducteurs qui la 
resdtuent a fextirieur sous forme if diet Joule (chaleur que Ton peut modc- 
liscr par une perte d'energic due aux dura entre les diverse^ charges mobiles). 
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J.2. Grandeurs encrgdtiques 



Definition IE 



Le vcctcur dc Pointing correspond a La densite du flux d’exiergic eLec- 
tromagnetique et esi define par : 

— ^ 

R esc. homogene a unv puissance surfacique n sun unite SI esi Le Wtm 



Theorems 3 



SigtHflcatiiin 4u vecteur de I'uyniinx 

Lc flua uctant du vecteur de Payntmg R a wavers une surface S esc egal 

art dfcbil d 3 £nergie dectrOmagneliqLje a travers Celle surface. 






aw 

1 — — une notation i:xplii:il i: 

CST 

densrgis MoluiroqutG, puisque dW 
rEprflsensH rer erq e prBaente dans 
dVV 

■a vfllwi* dr, et lew rapport - < - 
esc b Ei 1 . uni: 4[Vfirjt« vqlumique. 



dW r 

Soil — — la dtihiU' vulumique d'energie eloclroiTiHtrrieliqLie du champ, 
dT 

ElLc cst define par : 

Sort unit£ esl le J-m 1 . 



*TC 'l 



dT 



2 Hn 



2. CksT une Idrir jIu de [lirii'aJiiiri 
il’uii pn>Hi.fl, voir In Iprfnulnir* du 
chaphre 1. 



J-3 . Equation locale de Foynting 

Nous nidus platens en un point M quelconque Ju vide, oil Ll* champ eiectru- 
magneiique (E, B) esi cnee par les densites de charges fixes ei mobiles. 
Exprimnns La puissance volumique de la force de Lorentz en utiJisant 1‘equa- 

lion de Maxwell *Ampere f/= - e n — + — roiB) : 

dt 

^ = / -K = - e* E ~ + — I’ roll?, 

dt 0 * M,-, 

H h h up + . < p» — h 

On rappeLLe que : div(E a B J = B ■ rotE - E-rotB , d'eni it vient : 

K-totB - H rorH - dfvfE a 0), 

L’expression de 3a puissance volumique cedee a la matiere prend alors 3a 
forme : 

^ - rE - - t\,, E ■ ^ + — (B-rntE - div(E a B)) r 

dT df p,jj _ 

— ► ™ ^ dB 

En uiili&am Pequaiion de MaxweLL-Faraday ruiE = } iL vient ; 

_ dt 



dE 



fJH 



j E = - e fl E — + — (- — - -B - div(E a B)). 



dl Mo & 



m U 3 E 37 W\ ■ dB As E\ .. , , 

En remarquanx que t ■ — = tH ■— ex B ■ ■ - ■ = — — l on obueni (inale- 

& 2 f * 2 ' 



dE d S B- 



ment 



Pruprieie IS 



HquatLnn locale de Poyiitliif; 

+ /-E + dlvR = 0 

dt \ dx / 

Gene equation iraduil koeaLoment Le bitan eneigeuque dans te vide. 











Couira 


b 


1 










J.4. Bilan global et interpretation 




: jiface $ 6 i euntMunl 

T^rtirj n slncIrpm.iqnAtiqijij Vf. 



i. Lnrsque I'Oflfralcur divL: : qi: 11 : : 
un des grandsiirE vo*jrr tqiHS 
>ntarvi»m>a[ 4 l car ' uhh sq janan, 

ill & n Li i u" A 1 1 1 i: ■ i : r cfi'le 
hi; :i;i !n: n sur iin uqliuvE pni.i 
nppliqjliqr la Iprrnule 
d'Onnjflradskv el interpreter 
phys. 3 l em pn ie bilan ur la 
gra nd-auir csnalilfirea. 

i La npLstinn niplinfln d* I'rinrirgm 
v:ili. mi] . 11 : permnl ds minus] 

AM 

t&mprandre qua — — dt asi 
PI 

renflrg g Ofi prissnts dams 
ftile-ment de iiiHurne dr. 

1 Ttfli! i-pc “ par raycinnftfTi&nt. 

tin rsytjnnae 



Pour dtgigtr La dgiilfkaLiun Concrete de ces quantites prreenLeK den- 
[‘equation locale* inrcprons chacun dc-s memhres dc ccrtc . ; -.jli r l. • h - .n Hi 
volume T di-limite par unc surface fermce S ii h . 27 ;-* : 

III, si (17 J d1 = - JJJ, * - JjlJ, <U»R d V "Oil : 

' III dr = jjj" j -E dt - ^R-Ff'dSj n Ctaat U nnrmile ri n;- ■ a Li 
surface fermee 3. 

0 'l^ dl= //l dw=w , emetgie eleciroroagneiique ciniLenut: d: :i -. Je 
volume T. l/equation bilan devient store : 

■BH 



Eiquntiiiti de rnniicrvatinii dt L’ciilt^L^ au niveau global 

Suit un volume * contenunt une energic electromaRneTique W l-e delirriite 

par une surface lermcc 5 On 3 : 

3E,-jjj[/.Ed,-#a.irds. 

1 _i >1 r> ■»*_ 

twMn p<jtc pat penc d'cncegic 
de L'earraie * eilet Joule ■ pat tayvauictmetir 
(fnurnie ;i U 
naauipe) 



Propr ietc ZD 



Lv module R - R du vectitLir tie Putting R — RwVepresenle Lu puis- 
sance surfociquc fransporTcc par tc ch.nnp dans la direction dc vOH vec- 
leur unrlairr :r. 
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L'essentiel 



/ StH.irei.-s iIl dikimp dl;Llr( 1 ill;i^k'[iquL; 

* La densite volumique de charges cn un point P a pour expression : 



P(P) - 



* 3 . 
dr * 



Oil CSt 3a charge du vcilumc clemeniairc dt autour de P. 

Elle S’exprime cm Om -1 , la charge rotate d'un volume t 
s’ecric alor* ^ 



i = fffa = fpOMt. 



€ ;T 
4 q 




■ t_a dens if c surfaciquc de ckarpics en un point P appartcmint a une sur- 
face 5 a pour expression : 



a(P > - I ■ 

oil dg esi la rfiarge de la surface clcmcntairc d£i autour dc F, 

Elle s’exprime en Cmr 3 . La charge totals d une surface 5 
s 11 cent alors ; 



fl- cr(P)dS 

jj s jjfes 



V-Jdq 




■ La densite de eourunl voluuiique jest deftnie par : 

J = 

oil p H est la densite voLumiquc de charges mobiles de viteSSe if. 

Elle s'exprime en A m 3 . L'inlensite totale I Iraversant une 
■section 5 de conducteur s r ecrlt alors: 



r 



=/L>' js ' 




- La dvnsite de imimint eurfnciqtie / s eat delink par : 

is - * m v\ 

ou ct„ esf la densite volumique de charges 
mobiles sur une surface S de Vitesse z\ 

Elle f’expriraie en A m \ L’imensiie totale i tra- 
versant uric ligne a cootcauc dans la surface 
Conductricc 5 s’cctH alors : 

I — J lSj = [ j^n del, 

avec p/vecteur unitaire tangent a b surface S ct orthogonal a a cn tout point 
de a. 




J Etude ties potcnticls 

* Lc patcnticl vcclcur A du champ magnetique B a pour expression : 



1 Le portillieJ vtiikiire V du vharnp electrique E a pour expression : 

E=-*»dV- — . 

/ Equations locales du champ electronic jElli'lique 
■ Les equations de Maxwell dans le vide a'ecriweciL : 
divll ss U f-quarion de MMxweU-flun 



P 



dlvE = 



TUtE = - 

it 



Equation de Maxwell-Gauss 
Equation de Maxwell- Ha raday 



dE 



rotB-a,,/ + e, .ii,, ~ Equation de Maxwell- Ampfere 

1 dt 

■ LequOtiun loculc de conservation de la charge esr la sunvanic ' 

div/+ ^ = 0 

dt 

■t b 

- En regime statique (indtpemJanl du temps}* les champs H et B som: indcpcndatllS l 3 un de 

3 'autre ; en regime variable, ils semi couples. 

— ■+ 

■ Er statique. les potemiels V ct A verifient les equations de Poisson respectives : 

aV + -^ = ft et AA + >i c i = <h 

* L'gqirivalonce de hi mnticre ilitrlectrique (taracterisee par unc polarisation } sc fatten tout 
point : 

avee du vide dans lequrl on a place les densires fictivcs p p = - divP et j p - ^ , densili volil- 
mique de chafes ei densiti de courant volumique. ^ 

- avee du vide en remplacam la pertniTrivite absolue e n par t. 

/ Conditions tic passage du champ elect rnmapnarique a la imvursiv il’tine Mirfaci 1 S sur 
InqueUe se leouvem Jes dett^iten CT dv charges el j s tit; cuurant 



-* — fc flj _ 



~ Hr, J, A Wj 



!!-.J 



j^_L 

r - X ' 



y Approximation des tints qimsi-suuiotiniaires- (ARQS) 

T Les temps de propagation peuvent elxe negliges ; le champ s'ciabltt instantanemcnr. 

1 Condition de validity de TARQS ‘ si D etT SOM respeclivement unc distance et un temps 
caracteristiques du systeme, altars on doit avoir en tout point de I’espacc l 

D « cT. 

/ lirttt de pcau 

■ Lin conductcur pLongc dans un champ electrique CXtetifiur n’esi siege du Champ electrique 
qu'au voisinage de sa surface sur une epaisseur de 1'nrdre de 5fi* oil Seat appclee epaisscLir de 
pcau. 





ia 
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■ Si le champ electrique exterieur admel unt pulsation ftl el Ee cOnducte ur posskde une ConduC- 
tivite y alors ; 



6= /.i" 



■ Un cnnducteiir cst dit parfait si y ■ + ** (nu = 0). Darin- un tel conducteur., nn a : 



rayondee par tc champ eleciromagnetique. Le (lux dc R a Uuvcre une surface esl la puissance 
cEectronQagJtC'tiqiic qm la traverse. 



Comment trouver 1 J equation a us derivees partielles satis fa ite par 
un champ vectoriel ? 



On c here he I 1 equation aux derivees partielLes- satitfaite dans TARQS par 
le champ clear ique B dans un conductcur cylindrique infinsment lonp 
parcouru par une density tie coura.nl volumique j nun unifurme, func- 
tion du temps et colineaire a son axe, 

■+ Savoir fatra 



Maxwell suffit solvent- Cksc eclk qui relic Le champ vectoriel a scs sources, 5>i tel iVcst pas 

le cat;, ators passer a ©■. 



satisfaite par Le champ recherche, Selon La position des sources, eLLe peuc s’ecrire differem- 

ment dans plusieurs parties dc E’espace. 

Pdur oblenir cette equation, on utilise generakment Lu fortnule d’anidyse vector! elle : 




* j - 1 Js esr la puissance volumique cedee aux charges mobiles (+ effet joule 

* Inequation locale dc Poynting esr In sutvante : 




Elk correspond a un bilan d’energie. 



Mise en oeuvre 




it 




r 



O Si le probteme est independent du temps ou cunsidere dans E’ARQS, alors une equation dc 



9 Le champ vectoriel teste done couple avec 3 ‘autre champ, une combination des equations 

de Maxwell est alors neccssaixc pour trouver I’equation locale (du second ordre Jans ce can) 



rW(tfllW) — grtd(divW) AW, 







J 





I 

[ €> BCectucr le* considerations de symetrlc cf d'invarianccs pour determiner la direction dn 
champ ei ks variables dont il depend. Choisir le sysieme de eofmlomitks k plus adapk aux 
conclusions dc ce* considerations. 

| O Ecrire ["expression du laplacten ou autres opvrateurs dans le systeme dc coordonnees daoisi 
pour dhtenlr I'eq nation aux, derivees patticlJcK rechcrchee. 



*1 

1 

I 

1 

J 

1 

1 

J 



-* Application 

--*■ 

© Il n*jr a pas dc charge fisc- 1 j source dc champ deciriquc H est done i rmiOU mt-ni t n m.i. i- 
par Les variations te tnporelles do champ magnetique . La cknsite de couran l i . ■ ! ■ ■ i ■ . \ ■ u i ■ 
dc champ magnetique : il faut done commcnccr par ['equation dc \\ i swell- Ampere roi H s 
dans. 1’ARyS. On sail que la densite dc courant volumique depend du temp- .imu k champ 
magnenque B aussL, ct il fault utilizer 1 'equation dc MpKwcil-Faraday pour ■ • rl i itci i I 

_ r 

r ■ ► ■ dB 

champs E ei B : roiE = - . . Ives champs aont done couples, 



— p *. - v -# — » « 

0 On utilise rotfrot Fj - grad(div E) - AE t avec lcs equations locale? suppicmenlaircs : di [■. 

t h + 

( Maxwc El -G*U 5? ) ct j = yH [Eoi d’Ohml. 

Lit formuJc d'analyse veetoridle devient alors : 



SCUT 

et enfin 



rut | : - - grad{0) - AE h 

A d_ r ) ~*n- |K 

— » AH -+ 

ae- m - =«. 



C 1 Invariances 

1 -it distribution esr invariantc dans mure rotation autnur dc sop nxc> ainsi qtic dans rrmr.* rr: ; n •!:■;■ 
Lion le long dc soti axe, Une invariance tumour d'un Axe thanl miw en evidence, il Luir qut • 
sysieme <tc coondonnccs eylindriques esr adaprc. On cn deduir K = H(r 4 
SytncbiH 

-Soil H |c projerc orthogonal dc M sur L'axe du, 
cylmdre. Les plans ti, (plan comcnam 3’ax.e du 
cylmdxe et la drdiie 1 IM) L-st plan de sjUteffic pour 
la distribution t done K est dans ce plan.ci if, [plan 
cumvnan t la droitc HM vi perpciuiiculairv a 1'axe 
du cylindt?} est plan d'antisymetne pour 3cs 
suurces p , done E est orthogonal a cc 
plan : K esi dirlfjc scion It vecteur unltainc 
it. de la bast- qiliodriqur. On remarque u 
potwriori que le plan de symetrie ne nert a 
rien id, ci on rappelle que pour connaitre la direc- 
tion du champ ctcctriquc, il sufllt d'un plun d'anti- 
symdric ou de deu)t plaits de symetrie. Cc» plans 
doiveni obligatoiremeut comienir le point M ou 
I'on cherche la direction du champ. 

La forme Je la distribution nouv invite a chotslr le sysieme de coordoimees > u i ■ 

plans de symeirie ou d'anltsyineLrie s-onl fariicmeilt idenlifiables dans ce systems : FT. M, v 
et n. = uM, tt \ , n'j On a done trouve E(M* r) = tvOvfh e, r) u . , puis finalemcnt : 

E(M, f) = E(r, t)u f 

Cnapi-lrtt J : Ln diiualiurn k>£ale>b dc- I'iMertTOniBOtlWimB 











0 On a ici All = - rotCror E). Lc rotation nel est done bi.cn simplificj pui^que : rot E s - - Z F 3L jj„ et 

fir 



et foifrot E) -> ( r Avee iE - pi M y ^ - 0 et tn pTojerant sur Faxe z*z (E - EJ, 

I <i | 3E i dE _ 

r^( r ^r^^ = Q 



on 



ubtient finalement 



Met ho tie II 2 



Comment determiner un champ a par dr des equations locales ? 



On cherLhe a defirur le champ eieclricpie E cnie par une distribution 
volumiquc dc charges, de demite p uniformc repartic dans un cylindre 
de rayon R et de hauteur infinie cn u [ill’s am les equations locales. 

-4 Savoir fake 

r™ " , 

| (I EfFectuer les considerations de gyms trie el d’uivartanees. pour determiner la direction du | 
I champ et les- variables dom il depend. Choisir Le syrtime de coordonnees le plus adapte aux I 
| conclusions de ers considerations. 1 

[ 0 Rechercher Un point ou Le champ est Conitu. Ckst geiieralerilenl tin point ou it eSl mil, utl [ 
point cn Icquel Les symetries son* multiples. Rn effete com me les equations locales font intcr- 
venir la d6riv6e du champ, une const ante d "integration appardiira et su determination se feta 
grace a La valeur du champ au point ou il est connu, 

| 0 Poser tvu rechercher 3 'equation locale satisfaite par le champ recherche (voir methode ri 0 1). | 
I L'ecnre dans chaque panic de I’e space. En deduire Ikquatioti diflerentielle satisfy Lee par te I 
I champ. I 

J Q Resoudre cctte equation cn commencant par le domaine de Ikspuce dans kquel sc rrouve ^ 
le point oil Le cliamp est Conmi. Trnuvcr la forme generale du champ par integration, puis 
determiner [a coast ante ^’integration cn utilisjtnt le point ou le champ est con on co'ou La 
condition sur le champ a llnfini. 

| & Reaoudre enmite eveniudlemcnt (’equation locale dans, les uutres parties de 1'espuce. ) 
Trouver l.cs constantcs dfinbegratton en utihs-ant les conditions de passage du champ entrq: | 
E les different* domaincs de Fespaee, I 

E I 




4 Application 

<1- La distribution de charges p est volumique : le champ electnque est done defini et continu cn 
tout point de Fespaee. 

Invariances. 

La distribution est invariant*: dam unite rotation amour de son axe, dinsi quo dans tome transla- 
tion k Long de son axe. Une invariance autour d‘un axe etant misc en evidence, il c&t chiLr que le 
system? de coordonnees cytmdnques est adapts. On en Jeduit E = E{>)_ 

Sfmiuiu 

Soil H 1? projete Ofthogoiia] de M SuC 1'uxe du cylindre, Les plant IT, (plan contenant I'ase du 
cylindrc ct La droite HMJ et it, (plan contenant La dmite H.M et perpendiculaLre a 3 'axe du cylindrcj 
sont plans, de symeme pour la distribution : 5e vecteur champ electrique E est inclus dan 1 - Leur 
inters ectian, la droite HM. 

Me'hudtis 






M'V 

Ih 



4i 



M 



Ur 



Done E esi dinge comme HM, e'est-a-dire comme 
Ic vecteur umtaire u r de& coordnnnccFt cylindriquc?:. 

La forme du ta distribution noun invitait i choi&ir ce 
systems dc coordonnecSj car les- plans dc symetric 
sont fadlcmcnt i dent ifia hies dans ce systeme : 

II i = (M, w', Uj et it, = (M, u r , ii'j. 

On a done crouve E(M) = E(r, th *)m p , x 

puis tmalemcm : 

E(M) = E(r)?,. 

r- * n 

@ Tons les plans contenant I'axe Os 1 sont plans de 

sjTnelrie de la distribution de charges. 

- + ..... —* 

Done Efr = 0) esc dinge selon I'intersection de tous ees plans, cksL-siHlire scion r-r.. Dr or sail que 

’* . _=p, _ -+ •*• —#■ 

E{i\l) - E(r3w rl done cn un point M sic Tasc z'z, E(M c ! 0 b car 0 cat Ic scut vectcur ♦ coSi- 

neaire * a deux vcctcum de base orLhognnauK. Fmalement : 

E(r = 0) - t)" 



© Ccst un problem? d'elcctrostatiqucj les champs sont decouple* et I' equation locale reliant le 
champ eleelrique el set sources (Constitutes par Jes charges fixes) est I’equalidn de Maxwdl-Giiu&s : 

► |> 
divE = r 



Pour r < Rj die s'ecrit comme precedemrnenl et pour r > R, les charges sont absenles et 1 equa- 
rion locale devient simplcntfnt : divE = 0. 

En coOrdonnees cyLindnques. sacbanl que le champ E esl dirige suivAni it, et ne depend qu? ds? r, 

► Id 

la divergence skcril : divE = - frE). 

On a done l f * 



- -J- (rE) = 
r df 



- , r £„ 



^ pour r< R 



II pour r > R 



Q On sait que Ei> = 0) - 0, done on commence par Ic domalne r < K ct on resout — — (dij - 1 

, r dr £ n 

q . pr s 0 

soit — f rE) - 1 — qut a poor sain Lion : 
dr 



i-Efrj = + K, oil K est une constant?. 

2f.. 



lin urilisanf 1 \[r = Q) = (S, 3 'equation precedents: dnnne 0 — 0 + K, soil K — IS. II vient alors 

E(r < R> = f r . 
d ^ 

O Dans le second domain? r > R, on a frE) - 0 siui donne - 

dr 

K' 

E(r) = — . ou K’ est une nouveUe constants. 

T 

On La determine cn ccrivant la condition dc passas c 
pour k champ electrique Ion. de la traverse? de La 
surface r= R qui separe 1« deiiK domaincs dc I’es- 
pacc. On remarque que Je champ eleclrique est nor* 
mal a eetie surface et qu’il rcstc contimi -car il n f y a 
pas de charges surfaciquei j 

E(r= R*j — E(r = R ), 

suit E(r = R'J = = -j^ qui donne , 




2c, 



*E.. 



et 



E(r >R) = 



. pE J 



2e„r 



Chepltr« 1 : LflS aquation* locfflus (In I'ncjiclJDn-^m'l Eme 
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Methods q n 3 



Comment determiner Tenergie (Tune distribution ? 



On cherche t’ener^ie eJeciromagneiiq-iie areee par la dis- 
tribution dc courant cnnsiituee par up soLcnoi'dc circulairc 
dr rayon R n dr longueur L et comprenant N spires jioin- 
tives, ducuiK parcuume par uri couranL d’iiiieitsiEe I 
constante. On suppose lc champ magnetique nul lorsque 
Pott se irmive infiniment Loin du scilenuidr et que ceiui-ci 
peut erre trade com me un sotenoide infinimcnr long dote de n = ~ 




spires par uni re de longueur. 



-+ Savoir fairs 



, — ; — ; — j~T — ! 

] O' Oeicrmincr les deux composantes E cr B dv champ elecrrnmagneuque cree par ccttc d.is- 

I iribuliun (voir methods n® I ei 2). 

[ 0 EvpnrtUT la densite volllffliiqut d'energir ek-CIrortiagit'&lLque en function dci champ* ptcee- 
demmem calcubb. 

I ® Intrgrer cette dm site valumique sur tout t'espace dans Lequel etie cst non mille. 

I I 



Application 

Q C*esc un problems de magnetosrarique dans Iequel Je champ dcctriquc cm nul, puisqu'il n'y a 
pas dc charges fixes susceptible* de pouvoir Le crcer : E — 0 paxlout. 

Lc plan ji perpcndicuJaire a l + axe O; dc revolution du sole- 
nnlde cr passant par M esr plan dc symetnc pour !cs spues 
du solcnoidr, car il cst infiniment long. Ijc champ magne- - 
tique Et en M esc done orthogonal it ce pEan : E - Bu*. La 
forme cylindrique du dispositif nous incite a choisir [c sys- 
leme de coordonnees cylLndriques.. 

I Jt distribution dc couram esr invarUmc par translation " 
selon La direction de base Oa et par rotation autour de Oc. * 

Lc fair de remarquer une invariance par rranslarion cr une 

par rotation impose aussi !e choLs: de* cootdonnees cylindriques. L 3 mva nance par translation 
montre que B ne depend pas de a eC ceile par rotation que B ne depend pas de (3.. 

On a done : 

b = b^u,. 

On peut utilizer lc thcorime d’ Ampere (voir cxercice classique de magnelostatique de I™ an nee), 
mals oti travaiHera id avee les equations locales (methode^n' 1), 

Ccst liquation de Maxwell-Ampere qui relse te champ B a ses sources. Ln &tatiquc,.cile s 'eerie : 

rotR ~ C) r a l"mterieur et a TcKreneur du solenoidc. 

Avec B = B(r)u. et [’expression du mtationnei en coordonnees cylindriques, on cn dcduic 1 "equa- 
tion diffcrcnrieHe : ^ 

t— - O h dont La -saludun esl B - Cle. 
dr 

Mais on est en presence de courants superfiriela : Les sp]res sont jomtrvrs, on en compte pr par unite 
de longueur, chficune parcourue par une itnensiie L On peut done eerire une detisiEe surfacique 
de courant : 

; s = prlr^, en coordonnees cylindriques. 

Lc champ magncttque cst done discontinu a la ixaversce de cecte surface d'equaiio]! r = R, et la 
valeur de ce champ unifnrmc dans chaquc parrie dc J'cspacc n'est done pas la mime : 



Metftodire 







L Kr/ pour r < R 

® “ 

[ K 1 it. pour r > R 

On sail quc R(j' — '* ■+ a*) “ [)* cc qus dnnnc K* = 1). 

Dc plus larsque r > R, le champ magnehquc est langemirl ct la conJilior dc passive s’etritj cr 
notanr » I " la rcRLon -I r< R) ct * 2 • \r > K; : 

Bj - B t - j4„ j," A n\ Jjs 94>it (}- Ku__ = iv*I u„ A u,, 

Ccka pertncs dc determiner K ■ K . = (i u rtt. 

On crnuvc enfin : 

B(r< R) — iL„Hlif. ; li(r > R) = 6, 



0 I j densiti* volumique d'cnci^ic elcctromagnctique s’«rir id : 

dW E J B 1 _ B 3 = mT e uJPF 

dt % 2 2m 2m 2 2U J 



® Bn coordonnces cylindiiqu.es t I’clcmcnt dc volume rat dr = rdrdtkU : il Taut Lntegrer la densite 
volumique partout oil It; champ magnctique est non mil, c'rst-a-dire sur tout Sc volume t du soLc- 
nni'dc : r vane deOi R^ 0 de 0 a 2rt ct s vatic dc (t a L : 




rdkdfltb 
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m nwre 
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Chapllfe 2 LS£ equations locates (iii I'nlnftrnmjgnntiEmo 
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Niveau 1 

Ex.1 

On w plan- dans un conducleur dt coILductrv^ti , • y. 

]> Rappcle* III Id d'Ohm lucaLi: a Liquation dc 
itmuin anon dc la charge. 

3) En deduire I’equarjon sue dcriv£cs parnelles satisr 
fade par la den-site volumiquc dc charges p presence 
dans k conductcur. 

3) Resoudrc eerie equation JLfFercriudJc, en appelant 
p„(M) la valeur dk p en lout point M A I'origine des 
dales i = 0. 

4) IViur un point M quelwnque de L"espace, tracer 
l'a]l! Lire de la eourbe p(rh decrire le pheno-mene qui a 
lieu et en dunner unc iIutlt ca r j l-L krisl iq u u: r. 

5) Application mumcriquc pour nn bon conducteur 

- elassique * ;y s 10* SI, Ejj - L1 SI. 

CalcuLcr t_ En deduire qu'un bon conducicur nc 

pem tm ehatgg que rur s* surface- 

Btl 

I) Rlpptkl r«tpresBion de I'epjiisseur dc peau 5- 

J) Application flunisArLque. Cdcultr 6 pout- un him 
nnduenut ■ clnroique > : y 3 1 t>* SI, n ft ■ *rc ■ 10 T SI, 
aux frequences/, = 10 kHz (grande a ondes), 
/ a =I00 MHz (radio FM)i et / = I(J GHz (parabnles.) . 
Coddure. 



E*,3 

En utLLLsant Les equations 
Locales (dc Maxwell), determi- 
ner, partout ou il est defini, It 
champ magnetique E crce par 
un cylindrc recti Itgnt infiniment 
Long, a base cireulaire de rayon 
R et parcouru par un cour-anr 
d’ mUTSfite I dims Lh direction de 
L'axc ci de densitc dc eourant 
uniforme dans k volume du 
eylindre, Le milieu csUcnew est 
assimilable au vide. 



i 


L l 




r 


j r - - 1 


^ R 




/ 



Ex. 4 

Un champ electrique a pourairnposanrcs cartesiennes 
dans unc rejtkm vide de charges et de coursjm : 



E = 



0 

0 



1) Cal Cider La divergence et 
champ Akdnquc t 



le rOtatiiKrmd de ce 




2) En deduire les compos antes du champ magpe- 
dque (cm suppose qu*il n'eidste aucun champ sta- 
rionnairc). Verifier la valcur dc sa divergence. 

3) CJuelle relation doivent verifier £< ct P ? 



Eli 

Un cylindre conducteur dc 
conductivity y, de rayon R, de 
longueur h , cst constdcrc 
comme iiifinimeni Ion# <i est 
parcouru par un couraiii sta- 
tiornlaire- uniformemeflt reparli 
dans la direct ion de L’axe, d’in- 
tcniite I. 

1) Determiner le champ clcctrcunagnetique en tout 
point de L’c.iji ji'l . 

2) En deduire le vecteur de Poynring cn tout point de 
respace ci son flux a travers la surface cylindrique du 
conducteur. Cummenler le xesultat. 

3) Verifier rAquaxkm locale dc Rjyuliug en tout 

point. Interpreter. 

Ex6 

On sc place en un point quekonque d’un dieLre- 
trique plunge dans un champ ek-ettique variable E. 

1} ExprLmcr le vecicur polarisation en fonciion du 
champ cxicrieur F. et -dcs pcimiirivitea absoLues rcs- 
pectcvcs e ct £„ du dieketrique el du vide, 

2} Ecrire La densitc /dc eourant vnlumique totalc en 
ionction du champ applique E. 

3) En deduire que eetce denftiic /est idemique a une 
denslte de eourant volumLque de deplacement a 
condition d'cffcctuer un changcmcni que L'on eitpli- 
citera. Conclure. 




Niveau 2 



Ex. 7 

Unc distribution de charges est a 
xyitietriL- sjitiLnqui; de centre O. 
taea charges *nrn reparties en 
volume tvec une densite p(r) 3 r 
designanc La distance au point O. 

Li dens in: p n'es-t non n u lie 
qu'entre r = et r - R, cILc est 
nuile aiLleurs et la charge rntale de la distribution est 
Q. Ijc- chsmp eleciT<ixCaliqtu; eric pur celte distnbu' 
tlcrn vaut li = k{txr R}/ dans I 'interval!? [H/2 ; K], 
ou ii" cst le vecteur unitaire radial dc la base dcs coor- 
dormees spheriques. L# milieu esc assimilable au 
vide. 
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1) DonittT le domain? d* definition du champ E, 
Que uaut-U au point O t Le champ cst-il continu par- 
lour ? 

2> En utilisant Lcs equations locals (de M axwcli] , 
determiner F piur r< R'2. F.n d^duin? In vukur dc «. 

» Btablir la loi (5(r), Calcuter la charge rotate ct 
dedutnc la vakur rk k. 

4) lin utilisant tes equations locales (dc Maxwell], 
ekwr miner pour r> R. Verifier dc r&ulcrn ;« I’aid* du 
theorem? vie Gauss, 

ExS 

L-n 111 conductcur cyLindriqtte, 
note C!L non magneti^Me, de 
rayon R |3 . d’axe A - (Os), dc ties 
grande longueur, nr parcouru par 
lltI Liiuruill cnrilqtu, d'lnlpnsili 3. 

Le milieu (1) est assimilable au 
vide. Le frl est entoure par un iso- 
lanl et par un aulre cunducteur Cylindrique noli (2), 
de rayon Lnierieur E. et dc rayon exterkur R.. 

Le o want d'mtemite ] passe toujours dans le 111 (1) 
et revie nr en sens inverse par le eonducteur [2), te 
■densite de enurant eta n.t loukiurs uni forme et paral- 
lele a fane a dans cbacun des deux eunducreurs. 

En uhlisant les equations locales (de Mas well ), deter- 
miner le vectcur champ magnciique B croc par ce 
oo U ran i. 

Tracer La courtae B(r). 

Ex 9 

L'nc sphere Sp de rayon a, pratiquemeni poncruclk 
« initiikffleni; neuirt, emtt de* tkanm de maniere 
isotrope i partir d’un instant que 1’on prend comme 
originc des daTes. Soit ra le nombie d’electrons emis 
par unite de temps et c = v n N r leur vitesse dont la 
vaLeui est considcrce tonunr consrante en tout point 

1) Quelk «i| Li dcmitt vnlumique du chuxget mobiles ? 
En dedtnre la densite de courant fir, r). 

2) Determiner k diamp ekrcmque (suppose Hdtrtipe). 

3) Determiner le champ magnetique , 

4) Verifier la compaiibiliie des equations de Maxwell. 

5) litudier be bilan enerjcetique, 

Ex. 10 
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Un conductcur iLneaire, de conductivite v, occupe le 
demi-espace defmi par z < 0. On etudie dans ee 
materiau In consequences d n un counni sinusoidal 



de densite de courant / = JCeOcosiuf ly On peurra uti- 
liser la notation cnmpkxc (on note E te coiti plcxe 
associi au champ reel E). 

-I- 

1} Dormer I'enp ww wn de E. 

2> On se place dans 1’ARQS. A partir des equaiiona 
de Maxwetl, mOtUTer que : 

a> B cst pone par u f . 

B) E ne depend que de a el de r. 

-+ 

1> Delerrmner B(i, r)- 

4) ErabLir 1’equaiion different idle rtrifiie pat If?) 
ainsi que celle veriliee par ECsj et Q(e) , 

Detirrminer Im solutions de I'equutiun earacteris- 
lique de 1’equaCion ddVerentielle precedente et mettre 
en evidence urtc longueur eanifEikktLque de la Wt4- 
liotv spsiiale des irnindeurs j, E el B. 

6) Determiner La Ini j £*, r) ei interpreter le resuhai *rt 
particnhcr en eludiunt la varintion de J avec La dis- 
tance au plan Ory a un instant donne. 

Ex. 11 

Un cylindre merallique de conductivili y, de raysih A 
el de longueur L, est place a 1'intericur d im long 
solcnoide de memo axe que k eylindrc, de rayon R, 
ayant » spires par metre, parcouru par un courant de 
basse frequence d'inicnsire i(r) - ] n cos(tot]. 
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1) Rappcler I’expression du champ magnetiqu-e cr« 
par « uUaoide en wui point ds I'espice, 

2) lin deduire que necessairemcnt, un champ el-cc- 
iriquv f! «si enk, I jv determiner a I’interkur du sule- 
noi'de. 

3) En deduire la density dc covniU votuiniqu* J qui 
jppjrnit duns le cy lindre conducteur, 

4) Determiner la puissance instantanee dissipee par 
effet Jnuk dans le cxindncleur, 

5) Dererminerv a I’interieur du cyLindre, Le champ 

magneiique v&Habk B’, supptek fiul j I’exrerieur du 

cylintlrt cl tree par la densite de courant volumique- 

— + 

fr) CakuLer k rapiwrt des antpliturks des champs B 
et B 1 . Interpreter 

Ex 12 

Un dispositif est forme die deux armatures spbe- 
riques, concentriques et conduc trices, dc rayons a ct 
b > «. L'espaoe eompds i»nire Its armatures ptm^dc 
une conductivite y. A ("instant 1 = 0, Furmature inte^ 
rieure est chargee avee une charge Q^, aueune charge 
nkst pfcsente aitkurs. On supposera qu"U n'txine 
aucun champ static ue. 
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1 } Montter 4 Lie La dcnsice volumiquc de charges p 
restc nuLle au sein du conductc ur inter-armatures. 

1) Etablir J 'expression du champ ejcctramagnctique 
(li, IV) dans le milky eonducteur 
1} Monitor qu f aucunc puissance d(nimi|pritiqu£ 
n’est rayonnee par Le systeme. ctlblir Le biliin local 

JeS puiKKjnuLK. 

4} En deduire I’capresKlon de la charge Q(r) de I 'ar- 
mature interieuie. 

$) ttaMir le bilun irUejiral d« pilluanott et riiU^jfrtr 
entne L« instants t - 0 et t — + Commenter, 



Niveau 3 



Ex. 13 

Bn 1 935, les Creres F et H, London decrivent theori- 
quemcnE L'cffet Mciistifr <, donnant revolution du 
champ magnetique a I'Lnterieur d'un supraconduc- 
teur (milieu dom la permittivire et La permeabilitc 
sernt celies du vide), Loraque k material est dans sa 
phase supracondue trice et qu’Ll cst soumss a nn 
ehamji emetieur, des eou rants (de den- 

site _f) apparaissent. Soient v Ja vitcsse mstantan.ee 
dea porccurx de charges asMiciix a ces euurariLs, m 
lettr masse, e Jeur charge eleotrique et n leur densite 
volumiquc (nombre par unite de volume). On notera 
F-(M> i ) le clsutnp elect rique en un poirtt M de rinic- 
xicur du supraconducteur a I’instant i. 

1) L*en entre le champ eketnque et la densite -de courant. 

m) Ecnre ^equation de DMUkdem de ebaque por- 
teur consider^ rotnme n’etant sounds qu’a la seule 
action du champ elcctrique. 

b) En cerlvam la relation entre /ct v > moctrer que : 

E = j^ 1 ^ t mi l h on opctiiKn la cw uam e A en 
fcodon de m, a et 

c) Montrrr que k cst homogenc a une longueur. On 
rappclle F^e- = I , ou c esc la cHorim. 

d) CalcuLcr /. pour raluminlum avee Ics donnccs sui- 
vames : 

m - kg, j-i = IS-10- H m-’, c = 1^6 -lCr C, 

^ = iln-iO* 7 SI. 

2) Duns route la suits, nn sl- place en regime quitj- 
srauoiinaire. Le materia u eat localomeiit ncuLrc 
(p = U en tout point). 

a) EcrLre les equations de Maxwell dans le supraeon- 
ducceur siege de la decisis de courorit j detorminAc 
cn I). 

-jr 

b) En dMuiri* qua le champ nsagjierlque B g$f wlftt- 

tvon de ; _» 

Y t + § I = 0- 

2) Les freres London am premie que La solution 
de^ttit verifier ; 



nS(MlB) + ^ = G. 

—t «■ 

Montrer que IS doit sativtairr <1 1'equation dite ■ de 
London < ] 

Solution dc requation. Dans route La suite, on 
eensidere Lc chs d'une plaque supraconductrice infL- 
cue dens les directions x et occupant Je deitii- 

e*p*ce t < 0, rorigitve 0 4unt ch«iii« «utr l* *wf*« 

dc la plaque. On applique le champ E = B it . unl- 
t'orme a I'cxterieur du matenau et on cherche un 
champ de la forme F - , dans lc materiau. 
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n) Quelle es-t la solution gcnerale B(s) de I'equation 
ohtenue en J) {les constantes ne sont pas a cakuler 
bci) ? 

b) Les coumnts etant cunsid-enes dans cette partio 
eomme tcparcis dfarrs L vobnt diu mattriau, II rt'y a 
pas de courancs suriaciqucs a 1’ interface vide-supra- 
wndtKtmr. Bn di'duirc lc? wnditions acK limiter- qui 
dniivcnt ecrc satisfaites par la solution gencmlc daiis La 
geometrie pto-posce, 

c) En deduire I’esprcssion dc B(i) cn fonctfon de E„, 
k 

tl> Tracer IVIlurc du graphe dc B(c). Quelle distance 
eahteceristique dex nditinu tte R peut-on dsfinir A 
I'interieur du supraconducicur ? 

c) Cotnmenter : nesumet I’efFec Mcissnct. 

Ex. 14 

On charge un condensateur plan de capacile C A tnn- 
vers une resistance R am tomes d'un gencrateur 
ideal de force electromotrice U constnute {a IVripiK 
dcs dates c = le condcnsatcur cst Jcchargc). On 
suppose que ses armatures som cirrulalrcs dc surface 
S mais qu'elles peuvenl etre cunsiderees cummc lies 
plans im'ariix sAparAs par unrj distance J de vide (i*n- 
Lant pariait). 

1) RepiesenteT le schema clcctrique et determiner La 
Loi ijtr), charge de 1’armature positive. 

2) Determiner k champ electrique B(r) entre les arma- 
tures (on le suppose- nul aiLleurs). On suppose que la 
charge cst uniformement repartie sur les armatures. 

3) Bn deduire que, neeessairement, un champ magne- 
tique B uslsLe Utlirc les unUIURt, Quelle oi cst la 
source ? 

*) Quelle est la topographie du champ magnerique li 
(dijeenudj, variables) ? Po.ur certs Aruhe, nn ne sup- 
pose pas les armatures coin me drs plans inflnls. 




5) A l’aidc de I'cquatum Locale adequate* tmininr 
** s 

Utilise^ k theoreme d’ Ampere generalise pour 
retrouver R entrt: fei armatures, 

7> Le modele est-li en accord avee Peniembk des 
equations Je Maxwell ? 

8) Etude cnci^edqLic . 

b> Duns Lktudc eSectrique de ce circuit HC, quelle tst 
U puissance P recue par le condensateur ? On Pen- 
primers en fonctinn <k U„ R, G « f- 

b) En deduire I'enengie IS-' recue par le condensateur 
entre 1’origine des dates et I’instant r. 

C> Rappelrt riquatiun kicile de Forming, Dinner 
I'interpretation physique de chaque rermc. 

<t) PetermLner I'express-ion du vertcur-dc Eoynting R 
i I’msrant en function de U t h R, S, &, C et (• On 
d^nne L'cxpKttLm de La uppocite de « condensateur : 

C - ^ 
d ' 

ej F.q uiilLsant k veewurde iVy-ming, culculer la puia- 
P reeve par I'imeneur du condensateur a I’Lns- 
tani r. On mire a k rayon des jj matures. Conelute. 



Ex. IS 

Un milieu eonduCtcur de conducts vitr 
y = 5,6- ttfi ii J -m earautertse par La nrmkrivvt£ 



dielectnquc F - 



S.I. et La permeabillte 



36iMQ* 

magnetique p., = S.Lp ueeupc le demi-espace 

x > 0 ct cst limiie par k plan x ■ ®» 

Ce Loud ueteur est place dans Lin champ jlcctrurcia 
gnetique sinusoidal de frequence/ = ei invariant 

_ 71 

par trMlIttnn scion ks axes Oy et Or. 
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wnductair 






On se placera dans tour le problcme aux frequences 
/ < /.i frequence pour kquelk k module du Wurtht 
de depkeement eat ?sal au milLicme du module du 
eourant de conduction.. 

1) Calender la frequence Commenter. 

2) litabl ir 1 'equation, dlfferc nt idle verifier par le 
champ elecitique E(M, 0 en M(X, y, a) a L'inslanl t, 
a L'interieur du conductcur. 

3) Les lignes de caunm dans a condueteur sum 

ptnUdcs i r«w O y- 

a) Montrer, qu’au point M(.r, >■, a), La densitc de oou- 
ram wohuniqu* cm de la forme : 

/to 0 = in t" CMilnn - far) a \ , 

liu Sirs (Qtflldtnli ■& ct k sernnC exprsm-js en ftrnctidEl 
de / ci y. 



b) JusdUer la denominadon * d'cpalsscur de pcau - 
anribuec i & 

—ft 

4) n) Exprimer k champ ttiagnctiquc B(i\ pj ihuis k 
conduct eur en M 

b) En dcdulnc la puissance ntCfenne P R myunnee a 
Irascrs une surface plane S situce dans le plan d'ahs- 
clsse x, en tbnetion de ; [d ij, $ ct y. 

5) RxprLmer k rt s i^nce myyenne P, dissipik par 

effet Joule dans Lc paralkkpipede delimit* par \n 
plans x = 0 er jf ■ flii ci de acetirm S- On suppow que 
e 5 1 , 

6) Comparer P H ei P r Condurc. 

Ex. 16 

On eondensateui plan esc forme 
d'yii ensemble de deux dbqueE 
cotiducteurs^ de mcme rayon R. 
paraLle|e% de memc ase Os, dis- 
tants de fi « R et separes par dn 
vide. On utilbe les coord onnees 
cylindriqu.es [r, U. s). 

On applique , dans Iksiwcc situeemtn les tkux deques, 
un champ electrique uttiibrme E, = E r ,coHur i /, ou a* 
est un vecteur de base pour les eeiordotmces cylLn- 
driques. On auppOK qu’aucun champ ne depend de 
la variable t- 

i> Montrcr qu’Ll eKlste dans cet espace un champ 
magn^Llque B ( enfi par E r 

zt 

J) Oonner, en La iustiflant, la dfrcctaem d* Jt ainsi 
que les vatiables dont il depend. 

3) A partir de requaiicm de MaxwclL reliant H. a eb 
source, et en utiliaant Tecrimre complexc, exprimer 
B j cn fonctinn dc £ ,* r h oj et c- 

4) t-n ckdurre Lb forme instantanee de B, (expression 
reelle du champ). 

Le champ m^Knetique B, tree lui-mrttit un champ 
electriquc note E,. 

i) On snppoac que- le champ fckctriqut E ; rat diripe 

seloti k\. Etablir La relatlort enire et E, ct en 

rif 

dedutre £ . en limctiun de J;,, ur, r ci c. 

fii) Ecrire Lc champ cleetnque wtal saru* la forme 

E, [I - * ! (r)J et exprimer £(r). 

7) AN i®- 6- 10 T rad-i- 1 j R = 10 cm i C = 3- 1 0* m- ', 
Calculcr t(R). Commaitcr. 

- + 

On considere^ mainrenant ^ que E, crce tin champ 
magnetique B Jh qul ttee E,* qui etc* B, m ainsi de 
suiit. On. mippnsc que les champs elrccriques Is, sont 
dinges selon if . . 

X) En uritixam ks resulnt* des questions prece- 
dentes, exprimer 1 en feme don de £. puis, en fom> 

OT 

loin dc lin dedulrc Jij en function de £, et dc jt(r). 
9) Quelk eat I 'expression du champ elcetriquc total a 
la distHticv R = 10 cm dc Ikxe si on negSiae les champs 
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dont I’amplitudc ne departs pat 0,01 "<j de I'amplilude 
de E, ? On prcnd ui = 6- ] 0" nid‘ t kl e - 5' E 0* ffl'S 1 ■ 

Ex. 17 

On ttmfiidjto une Sphere dtf rflynn R unifraTnemcnr 
chargee Jv dercsilc de charge p. 

L) Cdettkr k champ dec-tromagtieiLque tree par 
cetre distribution en tout point dc L'cspace, cn utili- 
saui ks Liquations locales. 

2) lin deduire I’eneigie W du champ fkctrornsgrie- 
i iq'jL - dc mil distribution. 

3) On dir que L’cnergic d une distribution esc egale an 
trtivu.il que dbil fbiimir un oprbateur pour rasscmhkr 
ces charges dcpuls dn positions ou dies sont infini- 
ffient tjbigmk* k* uctes des autres. L'optrauur 



CbmtruJl la sphere pr£cedcmc couche par couche : 
lorsque la sphere a POUF rayon r> il apporte une 
ch-uige dj dcptvw dcssusj pour obcenir une 

sphere de rayon r + Jr, 

a) ExptLmer la clharm; <k- 

b) ExpMtnCT It champ elcciriquc cree par La sphere 
dc rayon t a une distance r > t de son centre, Quelle 
three subLt la charge dtf se [nsuvattL A la dUTHJKC r'? 

c) En deduire ]e travail dW & - ck* force 1 * electro At*’ 
tiques tariqtK I’opemtfUf apporte Id charge d^ sur la 
sphere- 

dl> En dhduire k travail dW. tf . que I'opereteur a alors 
c-flfecTue. 

e> Quel est k travail total ^£' de J’operateur pour 
constrain: entieranent cette sphere "t Gondure- 



Indications 



2) . On utilise une equation. Jc Maxwell pour nbte- 
uir l 1 equation mix derlvees pertklks- 

[ 4 -M 

I) Otl Utilise la led d’Ohm pout JOcutmmer k 
champ electrique l£ e? les equal Kins Lewies phut 
obtenif k champ masLUcciquc B. 

mu 

1 1 fii ui cn premier lieu tleiermimirje* danS4W*da 
couninT rahmiique dans les deux eondurtcur* 

EH 

I f On etudie La charge emise pendant dr Ces 
charges It jkhw deplac^e* A In vitesse p D et sc trou- 
wiii dune JuJis I ■ vtiLuntc iTuiae sphere ereure 
Jurit it res te ii deter miner k volume. On en deduct 
La densite volurniquc de chanfeH. 

Ln de-nsjce de couram cst par definition : 

XM, (j = iMiVh-O , 

1) On ucihsd Se theoremc: de <iaus,s. 

3) Le champ magnetique «( obttnu -> pardrdes 
equations li tcaJes. 



mm 

I) eft )n part dc L equeUufi E = |J-'. 



M 

dr 



Ex 14 



1 ) El s'agit d'une etude ekctJonjquL. 

2) On considers Let nrmature? tommr dei- plant 
tntinis. 

J) ] a-s armatures sen? Lei ennsidd^es comme edr- 
CLil-nres el Finn, Lrtfmies. 



Ex IS 



4-) b) l >n mi:- i;rc In valcur siiuyirnne du veetcur ^Je 
Pmmting. 

■ *— l- 

On intrjtr: Im vakur nmstnne 'j'Ef de lu puis- 
sance fnurnic aujc pone urs de chutgc* pnr unite de 
volume. 



Ex. 17 



I) On etudu k : hiu 1 1 p ckctj ique E puis le champ 
magnetique U 
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Solutions dcs exorcices 

Exercices de niveau 1 



Exercice 1 

l) La loi d*Ohm locale Vecrii i 

/(M, 0 = y E(U f t J, 

nu j (M„ i) represents la densite dc courant voluanlque qia traverse le ctmducieur eti un point 
M a I’lnstartl l ei E(M, i ) It champ electrique au point M a I’instant f. 

Liquation de conservation de Lu charge Vecrit : 

div/<M t t) + (M, t|= Oj 

OU p(M, t) represents la densite volumique de charges prewntes au point M a 3’ instant !. 



& 



!\ Dans cos u* (ncssians. 01 fait irttarvanit Is pemt M pour b en insiste r hit In fa it que CCS relation* sofll locales 
at Is letups 1 peur re pas puhliet qua nt goal d&S grandeurs variawas an coura du te-Tips. Dans les e*« rcices 
y j'varita.. arl Simplilie scuvent ces expressions en enrivart : 

;=?E et divj 1 ' + ^*0_ 

m 

2) A parlir des expressions preccdcntes, on peut ccrirc unc relation entre le champ electrique el 
la densite volumique de charge : y divE(M t t) + “^f L Vl, i) = 0. 

11 faut alors rroyver unc autre relation entre le chump electrique E(M, t ) ct la densite volumiqiqc 
de charge. II Vagit de liquation de Maxwell-Gauss qui permet d’ccrirc : dlvE(M, r) — r -, 

J. 



On en deduit ; 



P(M, r) + (m, r>= 0 

E n r ft 



3) On retrouve La une equation differentielie du premier degre qui SC re&OUT &OU& la forme X 

p(M, f) = p,<M)e" 1 j, avec is^ 1 . 



4) La, courbe represeniant revolution de la densite p 
volumique de charges a une forme CXponencLclle 
dccroissancc. 

Latitude de la fonction expunentielle deemissante 
nous permet dc dire qu’au bout d’un temps r = 3t, 
5 

pfM» i) = — p,. et au bout d’un temps t - 5t, 
1TO 

p(M, r) < 0,01 p Q . 

5) Application nuniiriifnc : T = 5-1 (i -1 1 s. 

Ccla signific qu’au bout d’un temps dc fordre de 5r, 
soiE 4,4' 10 11 seconds, la densite volumique de 
charges p pourra ctrc cons I fierce cocnmc nylie- Cette 
duree cst faible et dc cc fait, los variations de p ne 
sont pas prises en compte. On peut alors ennsiderer 
que la densite volumique de charges est nulle en tout 
point du Volume d'un. bon cunducteur. Cependant, 
ricn n'empcchc unc charge cn surface, 
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